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Cuvant-inainte

In formarea oricdrui elev existd dous praguri (gsocuri): trecerea din scoala
primara in gimnaziu §i trecerea din gimnaziu la liceu.

Ne referim la noul colectiv de elevi, la adaptarea la noile cerinte si standarde cat
gi la volumul de informatii, modul de procesare, la importanta actului educational
pe care familia o sustine.

Consideram ca actualii elevi au un mod mult mai rapid de achizitionare a
informatiilor in primul rand datorat mijloacelor electronice, gandesc mai rapid
sl sunt mai spontani fara a fi totdeauna si mai profunzi. Este datoria noastra,
de parinti, de educatori, de a dirija in sens pozitiv aceste cautari in domeniul
cunoagterii atunci cand acestea exista. In caz contrar, trebuie incercate toate
formele prin care se poate trezi in elev dorinta de a invéta. In acest scop tre-
buie sd& punem la contributie toate mobilurile posibile: aspiratia spre mai bine,
satisfactia de a produce bucurie parintilor, rusinea de ignoranta, dezvoltarea spi-
ritului competitiv etc.

Ne dorim ca aceasta lucrare sa vina in ajutorul celor ce doresc sa treaca de
nivelul programelor analitice de matematica, programe care acopera doar o parte
din cunostintele necesare unei intelegeri profunde a matematicii, a frumusetii ei,
a multor aplicatii in cele mai diverse domenii ale cunoasterii. Vom incerca sa
va invitdm In a va& construi propriile portofolii, in care s adaugati continuu noi
probleme interesante, aplicatii diverse gi mici incursiuni proprii de cercetare a unor
teme. Gazeta matematica si alte reviste de specialitate va vor directiona, va vor
sprijini in incercarile temerare de a performa. Sustinem ideea de a utiliza internetul
pentru o rapida informare asupra unor subiecte, a unor aplicatii ale matematicii in
diverse domenii. Nu trebuie uitat ca toate aceste informatii sunt selectate dintr-o
bibliografie specializatd. Trebuie sd ne deprindem cu modul de a selecta cartile
in functie de nivelul la care ne aflam, de gradul de accesibilitate a acestora, de
scopurile studiului nostru. Sa ne amintim expresia: ,cum este biblioteca aga este
sl persoana care o poseda“. Zborul spre adevar este imposibil in absenta elanului,
a patosului dionisiac.

Suntem adeptii ideii exprimate sintetic de catre Hermann Weyl (Raum, Zeit,
Materie ed. a 5-a, Berlin 1923): ,Aga cum orice om trebuie s se straduiasca mai
intdi sa invete limba si scrisul spre a le putea folosi apoi iIn mod curent pentru
exprimarea gandurilor sale, tot astfel, aici, exista numai o singura cale pentru a
te elibera din sclavia formulelor: trebuie sa ajungi la o astfel de dominatie asupra
instrumentului. . . incat, nestingherit de tehnica formala, sa poti ataca adevaratele
probleme. .. “.

Dezvoltarea rationamentului, a gandirii matematice, se face in anii de gimnaziu
prin aritmetica si geometrie. Aceste forme sunt considerate de Platon ca entitati
absolut reale, independente de perceptie, susceptibile de a fi definite absolut precis,
fiind atemporale.

Pentru oricare transfer de concepte sau metode dintr-un domeniu in altul,
matematica, dacd nu este indinspensabila, este utila, deoarece modelarea ei



permite conceptelor si metodelor sa le separe, sa le elibereze, capatand o rela-
tiva independenta, cu care apoi pot trece in alt domeniu decat cel de origine.

Un expert in rezolvari de probleme — spunea Howard W. Eves — trebuie
inzestrat cu doua calitati incompatibile: o imaginatie neobosita §i o staruinta
plina de rabdare.

Lucrarea noastra incearca sa sprijine o intelegere mai clard a conceptelor, sa
prezinte modele de exercitii rezolvate, sa evidentieze aplicatii ale cunostintelor
asimilate. Am preferat si dezvoltam dorinta cercetarilor proprii prin generalizari
ale unor proprietéti, prin incursiuni in istoria matematicii. Considerand ca mate-
matica nu este doar un instrument pentru celelalte stiinte, ci este un act de cul-
tura indispensabil pentru fiecare dintre noi, am prezentat la finalul lucrarii scurte
prezentari ale matematicienilor citati, lansand elevilor interesati alte dezvoltari.

Lectura manualului, parcurgerea notitelor din clasa, rezolvarea temelor raméan
fundamentale pentru elevi. Materialul nostru speram si dea o noud luming, sa
deschida directii spre aplicatii, care in anii urmatori de gcoala igi vor arata rolul.
Am ales tipuri importante de probleme pe care le-am analizat i rezolvat com-
plet, propunand apoi lectorului exercitii asemanédtoare. Am evidentiat probleme
de numarare din motivele mai sus mentionate. Caracterul agreabil al acestora,
importanta lor in aplicatiile practice, cotidiene, au rolul de a evidentia utilitatea
directa, indispensabila a unor cunostinte de matematica. Dorim ca acest mate-
rial sa ajute elevul de a ajunge de la nivelul manualului la nivelul problematicii
concursurilor si olimpiadelor gcolare. Toate tipurile de probleme selectate cat si
notiunile teoretice prezentate fac parte din cerintele concursurilor gcolare.

In lucrare sunt prezentate o serie de exercitii rezolvate, ca model, iar pentru
exercitiile propuse, la sfargitul lucrarii sunt prezentate indicatii gi solutii. Pen-
tru usurinta umadririi, toate exercitiile (rezolvate gi propuse) sunt numerotate in
continuare.

Am atagat la final si tabelul numerelor prime mai mici de 10 000. Invitam
cititorul sa incerce rezolvarea prin efort propriu a tuturor exercitiilor si in cazul
nereusgitei sa apeleze la indicatii si solutii.

Sugestiile pentru lecturi suplimentare contin surse deosebite, carti de biblio-
teca, de care nu te poti desparti. Lectura acestora, facuta de mai multe ori, la
intervale diferite de timp, iti dau adevarata lor valoare, creaza uneori nostalgii.
Asa cum in literatura exista carti exceptionale, in toate celelalte domenii lucrurile
stau la fel, deci si iIn matematica.

Este important ca elevul sa se obignuiasca a cerceta singur, a descoperi metode
noi de rezolvare, probleme noi, sa-si puna continuu intrebari. Lucrarea noastra
ajuta in formarea unor deprinderi de lucru independente, in crearea propriilor
portofolii. Aceste portofolii sunt evaluate de cadrul didactic si vor fi completate
si imbunatatite continuu in anii de gcoala.

Autorit



1. Operatii cu numere naturale

1.1. Proprietati

S& ne reamintim proprietati ale operatiilor de adunare si inmultire a numerelor
naturale.

24+8=10,84+2=10. Deci 2+8 =8+ 2.
Exercitii propuse

1. Considerati alte perechi a, b de numere naturale si verificati ca a+b = b+a.
Deducem ca pentru oricare a, b naturale exista egalitatea: a + b = b 4 @, numita
proprietatea de comutativitate a adunarii.

(4+8)+16=12+16=28,4+ (84 16) =4 + 24 = 28, de unde

(448)+16 =4+ (8 + 16).

2. Considerati alte triplete a, b, ¢ de numere naturale gi verificati ca
(a+b)+c=a+(b+c).
Deducem ca pentru oricare a, b, ¢ naturale exista egalitatea:
(a+b)+c=a+ (b+0),
numita proprietatea de asociativitate a adunarii.
Datorita acestor doua proprietati, putem, intr-o suma finitd de numere natu-
rale, s schimbam ordinea termenilor cum dorim sau sa punem oricate paranteze,
rezultatul pe care-1 vom obtine este acelagi.

3. Fiind date patru numere naturale a, b, ¢, d sa se arate ca:
a+b+c+d=(a+b)+ (c+d).
Exista un numar special, notat cu 0, numar natural pentru care avem:
0O+a=a+0=a,
pentru oricare numar natural a. Din acest motiv, 0 reprezinta elementul neutru
pentru numerele naturale considerate fata de operatia de adunare.
5-7=23b, 7-5=35. Decib5-7=7-5.

4. Considerati alte perechi a, b de numere naturale si verificati ca a-b=1"b-a.
Deducem ca pentru oricare a,b naturale exista egalitatea: a-b = b - a, numita
proprietatea de comutativitate a inmultirii.

(3-4)-5=12-5=60,3-(4-5)=3-20=60,deunde (3-4)-5=3-(4-5)

5. Considerati alte triplete a, b, ¢ de numere naturale si verificati ca:
(a-b)-c=a-(b-c).
Deducem cé pentru oricare a, b, ¢ naturale exista egalitatea: (a - b)-c = a-(b-¢),
numitd proprietatea de asociativitate a Inmultirii.
Datorita acestor doua proprietati, putem, intr-un produs finit de numere na-
turale, sa schimbam ordinea factorilor cum dorim sau sa punem oricate paranteze,
rezultatul pe care-1 vom obtine este acelagi.
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6. Fiind date patru numere naturale a, b, ¢, d sa se arate ca:
a-b-c-d=(a-b)(c-d).

Rezolvare. a-b-c-d=(a-b-¢)-d=1(a-b)-c]-d=(a-b)-(c-d)
Exista un numar special, notat cu 1, numéar natural pentru care avem:
l-a=a-1=a,
pentru oricare numar natural a. Din acest motiv, 1 reprezinta elementul neutru

pentru numerele naturale considerate fata de operatia de inmultire.
3-(5+4)=3-9=17 ;3-543-4=15+12=27. Deci3-(5+4)=3-5+3-4

7. Considerati alte perechi a, b, ¢ de numere naturale si verificati ca:
a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=ac+be.

Deducem ca pentru oricare a, b, ¢ naturale exista egalitatile:
a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-¢c=ac+bc

numite proprietatea de distributivitate a inmultirii fata de adunare.
Acestea sunt utilizate ca legi de desfacere a parantezelor. Citite de la dreapta
la stanga se numesc reguli de dare de factor comun.

8. Fiind date patru numere naturale a, b, ¢, d si se arate ca:
a(b+c+d)=ab+ ac+ ad.

Generalizare.

9. Fiind date patru numere naturale a, b, ¢, d sa se arate ca:
(a+0b)(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd.

10. Sa se calculeze: 2013 - 5447 + 2013 - 1553 — 7000 - 2012.

11. Fie m, n numere naturale nenule si ay,as,...,a,,b1,bs,...,b, numere
naturale.

a) Sa se calculeze produsul P = (a1 +ag + ...+ ap) (by +ba+ ...+ bp);

b) Céti termeni are produsul P ?

1.2. Relatia de ordine a numerelor naturale

Fiind date doua numere naturale a,b definim a < b dacad existd ¢ natural
nenul pentru care b = a 4+ ¢. Vom citi: a mai mic strict decat b.

Ezemplu

2 < 3 deoarece exista numarul nenul 1 pentru care 3 =2+ 1.

Putem scrie: 0 <1 <2<3<...<n<n+1<...

Remarcam ca din relatia a < b rezulta existenta unui ¢ natural nenul pentru
careb=a+c,decib—a=c,c>0decib—a>0.

Reciproc, daca b —a > 0, notam b —a = ¢, ¢ > 0, de unde b = a + ¢, adica
a < b.
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Pentru a < b mai putem scrie b > a si citim b mai mare strict decat a.
Exemplu. 5>4>3>2>1>0.

Date numerele naturale a, b, definim a < b dacd a < b sau a = b, vom citi a
mai mic sau egal cu b.

Exercitii rezolvate

12. Date numerele naturale a, b, ¢, pentru care a < bgi b < c rezulta a < ¢ ?

Rezolvare. Exista d, e numere naturale nenule pentru care b =a+d, c = b+e,
deunde c=a+ (d+e),adicia <c

Daca a, b sunt numere naturale, atunci din a - b = 0 rezulta a = 0 sau b = 0.

Aceasta proprietate se aplica de exemplu atunci cand rezolvam ecuatii.

13. Sa se rezolve ecuatia: (x —2) (x —3) =0.

Rezolvare. Conform proprietatii precedente, vom avea: t—2 = 0sauxz—3 = 0,
adica x = 2 sau x = 3.

Exercitiu propus

14. Fiind date trei numere naturale a, b, c din egalitatea a-b-c = 0 rezulta
a=0saub=0sauc=0.

Exercitiu rezolvat

15. Sa se arate ca au loc proprietatile:

a) Daca a, b, k sunt numere naturale, a < b, k > 0 atunci ak < bk.

b) Daca a, b, ¢, d sunt naturale, a < b si ¢ < d atunci a + ¢ < b+ d si ac < bd.
¢) Daca a, b sunt naturale pentru care avem a < b atunci a + 1 < b.

d) Daca a, b, ¢, d sunt naturale, a < b si ¢ < d atunci a + ¢ < b+ d.

Rezolvare

a) Exista ¢ natural nenul pentru care b = a+c¢, de unde bk = ak+ck. Cum ¢, k
sunt naturale nenule, rezulta ck # 0 , adica ck > 0. Atunci bk > ak sau echivalent
ak < bk.

b) Avemb—a>0,d—c>0,decib+d— (a+c) >0, adicab+d>a+ec.

Din a < b, prin Inmultire cu ¢ se obtine ac < be, deoarece ¢ poate fi egal cu
zero. Din ¢ < d rezulta be < bd. Utilizand cele doua inegalitati rezulta ac < bd.

c¢) Existd ¢ natural nenul pentru care b = a+c. Cum ¢ > 1, rezultd c+a > a+1,
decib>a+ 1.

d) Avemb—a>0,d—c>0,decib+d—(a+c¢) >0, adicab+d>a+c.

Exercitii propuse

16. Fie n un numar natural nenul. Exista un numar finit de numere naturale
cuprinse intre n si 0 .

17. Scriem numerele naturale nenule de la 1 pana la 2012 unele langa altele
astfel: 123...91011...99100...20112012. Cate caractere au fost utilizate ?
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Nota

Proprietatile expuse mai sus se demonstreaza riguros in cadrul axiomaticii lui
Giuseppe Peano a numerelor naturale, care poate fi studiata mai tarziu in anii de
liceu sau facultate.

1.3. Calcule cu sume si produse

Ne propunem pentru inceput sa calculam suma: S=1+2+3+ ...+ 20.

Putem incepe prin a calcula astfel: 1+2 =3,3+3 =6,6+4 = 10,... Este
anevoios gi exista pericolul continuu de a gresi.

Vom proceda altfel, mult mai ingenios. Vom recurge la o poveste despre
matematicianul german C. F. Gauss (1777-1855).

Se spune ca micutul Gauss, elev fiind in clasa a Ill-a, a primit la o lucrare
calculul sumei S. Foarte rapid Gauss efectueaza calculul, scrie rezultatul pe pro-
pria tablita apoi o preda invatatorului sau. invé‘gétorul il privegte cu neincredere
pentru ,graba sa“ fara a citi rezultatul. Abia dupa ceva vreme, cand toti ele-
vii clasei predau propriile tablite, invatatorul ramane placut impresionat deoarece
rezultatul gasit de micutul Gauss era corect.

Tata rationamentul:

S=1+2+4+3+...+ 18419 + 20. Apoi scrie termenii sumei descrescator:

S=20+194+18+... 43+ 2+ 1. Adunand termenii situati unii sub altii
determindm: 2-5=(14+20)+(2+19)+(3+18)+...+(19+2)+ (20+1) sau
2-5=21-20,de unde S =210.

Exercitiu rezolvat

18. Sa se calculeze sumele:

a)S=14+24+3+...4 99+ 100;

b)T=1+2+3+...+n, unde n este un numar natural nenul;
c)U=24+4+6+...+100;

d)H=34+6+9+...4+99;

e) D=51+52+...4+100;

f) M = 2013 4 2014 + 2015 + . .. 4 2070;

Indicatii

a) S =100+99+...+2+1. Prin adunare obtinem 25 = (1 + 100)+ (2 + 99) +
...+ (100 + 1) sau 25 = 101 - 100, deoarece sunt 100 de paranteze egale cu 101.
Rezulta S = 101 - 50 = 5050.

b)T=n+n-1)+Mn-2)+...+2+1.

Prin adunare obtinem 25 = (14+n)+ (1+n)+...+ (1 + n), suma avand n
termeni. Deci 25 =n(n+ 1), de unde S = n (n + 1) : 2. Putem scrie rezultatul si
n(n+1)

5 :
OU=2(1+2+3+...450) =2

sub forma de fractie: S =
50 - 51

=51-50 = 2550.

3334
d) H=3(1+2+3+...+33) =3 "= = 9917 = 1683.
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e) Metoda 1
D=(1+4+2+3+...4+450+51+52+...+100) — (1 +2+3+...+50) =

100 - 101 -51
= 002 0 —5025 = 5050 — 1275 = 3775.

Metoda 2
D=GB0+1)+(B0+2)+...4+(50+50)=50-50+ (1+2+...+50) =

“51
= 2500 + % = 2500 + 1275 = 3775.

f) Vom prefera aplicarea metodei 2, de la pct. e):
M= (2012+1)+ (2012 +2) + .. . + (2012 +58) = 201258 + (1 +2+...+58) =

= 116696 + = 116696 + 1711 = 118407.

Exercitiu propus

19.

Sa se calculeze sumele:

a) A=1+2+3+...+200;

b) B=142+3+...+4 2n, unde n este un numar natural nenul;
)C=1+2+3+4+...+ 3n, unde n este un numar natural nenul;
) D=4+8+12+...4400;

) E=55460+65+70+...+ 150;

) =304+ 305+ ...+ 500;

=3+7+11+...+199;

) G
JH=11...1+11... 1+ . . +11+1.
9 8

500 Fh O o0

Daci n este un numér natural nenul, vom nota prin n! (se citegte n factorial)
produsul 1-2-3---n. Deci: n!=1-2-3---n

Pentru n = 0 se considera: 0! = 1.

Ezemple

1=1,21=1-2=2,31=1-2.3=6,4=1-2-3-4=24.

Exercitiu rezolvat

20. Sa se calculeze:

a) 5!; b) 65 ¢) 7!; d) cate cifre are numarul 10! ?

Rezolvare

a) 120; b) 720; c) 5040; d) 10! = 3628800, deci numarul are 7 cifre.

Exercitiu propus

21. Sa se calculeze:
a) T —6l; b) 10!+ 11!; ¢) 5-5!; d) 12!: 10
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1.4. Teorema impartirii cu rest

Fiind date numerele naturale a, b unde b # 0, existd si sunt unice numerele
naturale ¢, r pentru care avem a =b- ¢+ r, unde r < b.

a se numeste deimpartit, b se numeste impartitor, ¢ se numeste cat, r se
numeste rest.

Ezxemplu
Sa se efectueze Tmpartirea lui 295 la 7. Avem 295 =7-42 + 1.

Observatie

De exemplu putem scrie egalitatea: 295 = 7 - 41 + 8. Nu reprezinta teorema
impartirii cu rest deoarece r = 8 > 7. Retinem si unicitatea numerelor ¢, r prin
aplicarea teoremei.

In cazul cand r = 0, avem a = b - q. Vom spune ca impartirea lui a prin b s-a
realizat exact.

Exercitii propuse

22. Sa se completeze tabelul urmator, in care d, 2, ¢, r sunt respectiv:
deimpartitul, impartitorul, catul si restul impartirilor:

d i c|r

27 |10 | 2 |7

39 | 60

100 | 7

110 1212
91813

23. Cate numere naturale de trei cifre exista daca impartite la 19 dau restul
157

24. Sa se determine restul impartirii numarului ¢ = 14! + 300 la b = 182.

Exercitii rezolvate

25. a) S& se determine resturile posibile ale impartirii unui patrat perfect
la 7.

b) Sa se determine toate numerele naturale n pentru care n!+ 241 este patrat
perfect.

Rezolvare

a) Mai intai trebuie sa ridicdm la patrat:

(7k +7)* = (Tk +7) (T + 1) = 49k* + Thr + Thr + 12 = 7 (Tk?* + 2kr) + 12,

deci restul impértirii lui (7k + r)® la 7 este egal cu restul impértirii lui 72 prin 7.
Vom crea tabelul:

n|0 1 23 456
n?]0 1 4 2 2 4 1
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Tragem concluzia ca orice numar de forma 7k 4 3, sau 7k + 5 sau 7k + 6 nu
este patrat perfect.

b) Pentru n > 7, numadrul n! + 241 este de forma 7k + 3, deci nu este patrat
perfect. Vom verifica doar valorile naturale mai mici decat 7 gi determinam:

n =5, avem 241 4 120 = 361 = 192

n = 6, avem 241 + 720 = 961 = 312.

Exercitiu propus
26. a) S& se determine resturile posibile ale Tmpartirii unui patrat perfect
la 5.

b) Sa se determine toate numerele naturale n pentru care n! + 48 este patrat
perfect.

Definitie. Fiind date numerele naturale a, b, spunem ca a divide b si scriem
a | b daca existd ¢ numar natural pentru care b= a - c. In acest caz, a se numeste
divizor al lui b, iar b se numeste multiplu ol lui a.

In caz contrar, spunem cd a nu divide b gi scriem a1b.

Ezemple

2|6 deoarece existd numarul natural 3 pentru care 6 = 2 - 3, deci 2 este un
divizor al lui 6, sau spunem ca 6 este un multiplu al lui 2.

31 10 deoarece pentru orice numar natural ¢ avem 10 # 3 - c.

1.5. Numere prime

Definitie. Un numar natural p , p > 2 se numeste prim daca are ca divizori
doar pe 1 $i p.

Ezxemple
2,3,5,7,11,13, 17,19, 23, ....

Un numar natural n > 2 care nu este prim se numesgte compus.

Ciurul lui Eratostene

Reamintim c& ciur reprezinti sitd. In ciur (sitd) vor ramane doar numerele
prime mai mici decat n.

Matematicianul alexandrin Eratostene a dat o metoda prin care putem deter-
mina toate numerele prime mai mici decat un numar natural dat.

Metoda este ingenioasa si este utilizata cu eficienta si azi. Fie n un numar
natural fixat, n > 2. Scriem numerele naturale 2, 3, 4, 5, 6,..., n — 1, n. Pastram
numarul 2 si marcam toate numerele multiplu de 2 care sunt mai mici decat n.
Dupa marcarea numerelor, primul numar nemarcat este 3. El este prim deoarece
nu este divizibil cu 2. Lasam nemarcat numarul 3 si marcam toti multiplii lui 3
ce sunt mai mici decat n. Unele numere au fost deja marcate fiind multipli de 2.
La urmatorul pas, primul numar nemarcat este 5. El este prim nefiind divizibil cu
2 sau cu 3. Lasam numarul 5 nemarcat si marcam toti multipli de 5. Continuam
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procedeul, la sfarsit, se obtine o secventa de numere nemarcate; acestea reprezinta
numerele prime mai mici sau egale cu n. Aceastd metoda de cernere a numerelor
este cunoscuta sub denumirea de ciurul lui Eratostene.

Nota

Pe baza acestui principiu au fost construite tabele de numere prime. In cazul
numerelor mari au fost utilizate calculatoare performante. Astfel, in Los Alamos
Scientific Laboratory au fost determinate in acest fel toate numerele prime pana
la 100 000 000. S-a demonstrat ca sirul numerelor prime este infinit inca din
Antichitate.

La sfargitul lucrarii sunt date toate numerele prime mai mici decat 10 000.

Exercitii propuse

27. Prin utilizarea ciurului lui Eratostene, sa se determine toate numerele
prime mai mici decat 100.

28. Care sunt numerele prime de doua cifre care au suma cifrelor egala cu 87

Exercitiu rezolvat
29. Care dintre urmatoarele numere: 181, 187 este prim?

Rezolvare. O metoda care stabieste prin calcul dacd un numar este prim,
consta In Impartirea numarului dat la numere prime, in ordine crescatoare pana
cand catul devine mai mic decat impartitorul.

Daca nicio impértire nu s-a efectuat exact, numaéarul considerat este prim. In
caz contrar, numarul nu este prim.

impér‘gim numarul 181 respectiv la 2, 3, 5, 7, 11, 13 nu obtinem restul 0,
deci 181 nu se divide cu aceste numere prime. Ne oprim gi tragem concluzia ca
181 este prim, deoarece prin impartirea lui 181 la 17, catul devine mai mic decat
impartitorul.

impér‘gim numarul 187 respectiv la 2, 3, 5, 7 nu obtinem restul 0, deci nu se
divide prin niciunul dintre acestea. Dar 187 = 11 - 17, deci este compus.

Exercitii propuse

30. Sa se decida care dintre urmatoarele numere: 221, 551, 557, 1591 este
prim?

31. Si se determine doua numere prime a caror suma este 949.

32. Exista doua numere prime a caror suma este egala cu 15937

33. Cu ajutorul tabelei de numere prime, sa se determine doua numere prime
a caror suma este egala cu: 88.

34. a) Sa se determine numerele prime de forma 3k, unde k este numar
natural.

b) S& se determine primele cinci numere prime de forma 3k + 1.

¢) Sa se determine primele cinci numere prime de forma 3k + 2.
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35. Sa se determine n numar natural pentru care n, n+ 2, n 4+ 4 sunt numere
prime.

36. a) Sa se determine toate numerele prime de forma 5k, unde k este numar
natural.

b) Sa se determine primele cinci numere prime respectiv de forma: 5k + 1,
5k + 2, 5k + 3, 5k + 4.

37. Sa se determine n numar natural pentru care n, n+2, n+6, n+8, n+ 14
sunt numere prime.

38. Aflati numerele naturale nenule n care impartite la 18 dau restul un numar
prim, de doua ori mai mic decat catul.
(G.M.-B nr.7-8-9/2010)

Exercitii rezolvate

39. Sa se arate ca au loc afirmatiile:

a) Pentru oricare a numar natural a | a;

b) Daci a, b sunt numere naturale, a | b i b | a atunci a = b;
¢) Daci a, b, ¢ sunt numere naturale, a | b, b | ¢ atunci a | c.

Rezolvare. a) Exista numarul 1 pentru care a = 1 - a, de unde deducem a | a
(reflexivitate).

b) Existd ¢, d numere naturale pentru care b = a-c¢, a = b-d. Atuncib = b-(c-d).
Daca b= 0, atunci a = 0, deci a = b. Daca b # 0, atunci ¢c-d =1, de unde a = b
(antisimetrie).

¢) Existd d, e numere naturale pentru care b = a-d, ¢ = b- e, de unde
c=a-(d-e), adicd a | ¢ (tranzitivitate).

40. Sa se arate ca au loc afirmatiile:

a) Daca alb si a|c atunci a|bt £ ¢l, unde ¢, | sunt numere naturale.

b) Daci a|b + ¢ si alb atunci alc.

¢) Dacé alb, ¢ este un numdr natural atunci a|be;

d) 1|a , pentru oricare numar natural a.

e) a|0 pentru oricare @ numar natural.

f) Daca 0|a atunci a = 0.

Rezolvare. a) b = ak, ¢ = at, atunci bt + cl = a (kt £ tl). b) Fie a|b + ¢, alb,
atunci b+c=a-d, b =a-e, de unde ¢ = a(d —e). Rezultd alc; ¢) b =a-d,
de unde bc = a - (dc). Rezulta albc; d) a =1-a, de unde 1|a; e) Existd numarul
natural 0 pentru care 0 = a - 0; f) Existd un numdar natural b pentru care a = 0- b,
de unde a = 0.

Exercitiu propus

41. Este adevaratd afirmatia: dacd a, b, ¢ sunt numere naturale, a1 b si atc
atunci a t b+ ¢?

Definitii

Un numar natural de forma n = 2k, k numadr natural, se numeste numar
par.





