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Capitolul I
MULTIMEA NUMERELOR REALE

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA
. 1 . . .
1. Fie x, y numere reale y ;tE. Stiind ca x-(x—2)=4y-(y—1), ardtati ca numarul

z

= este Intreg.
2y—-1

Solutia I:
x-(x=2)=4y-(y-1)ox’ -4y’ -2x+4y=0(x-2y)(x+2y)-2(x-2y)=0&
e (x-2y)(x+2y-2)=0=>x-2y=0 sau x+2y-2=0.

=1 2y-1
21 2y-1

.ox—1 2y+2-1
II. Dacd x+2y—-2=0=>x=-2y+2. Atunci al _rF
2y—1 2y -1

. 1
1. Dacd x—2y=0=x=2y. Atunci =1le Z, pentru yia.

1
=—-le Z,Vy #—.
Y 2

In concluzie, daca sunt verificate conditiile din enunt, numarul z este intreg.

Solufia a Il-a: x-(x-2)=4y(y-1) & x’-2x=4)" -4y & x’ -2x+1=4)y’ -dy+1 &
3 =1,Vy¢l<:> x|
2y—1 2 2y-1

2. Diferenta dintre media aritmeticd si media geometricd a numerelor naturale a si b

& (x-1) =(2y-1) o)x-1=2y-1|& e{-L1}cz

... .a .b < o :
este 1. Aratati ca 5 s1 5 sunt patratele a doua numere naturale consecutive.

Solufie: Fie a > b. Atunci a;b—@:1®a+b—2@:2®(\/2—\/3)2 =2 &

oJa-Jh=2e Ja=V2+Vb = a=b+2+2J2b & a—b—-2=22b.

2

Deoarece a —b—2 € N =+/2be N, deci b=2k>, ke N. Obtinem §=2§ =k’ si

a_ 22b+b+2 2:2k+2k +2
2 2 2
3. Fie a,b,a,p numere rationale, a >0, b> 0. Aritati ca:

a) daca (\/Z+\/Z)e Q, atunci Jae Q si Jbe Q;
b) daca (\/5—\/3)& Q, atunci \/;e Q si \/Ee Q;

¢) daca (aﬁﬂ%ﬁ)e@,atunci aeQ si Jbe Q.

Solutie: a) x/;+\/_=\/f;1:/l;e Q. Deoarece (a—b)e Q, rezultd (\/Z—\/Z)e Q.
°—
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Capitolul 11
CALCUL ALGEBRIC

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA

z—x+l _z+1

1. Se considera numerele reale strict pozitive x, y, z, cu proprietatea x-y= ,
Y

Aratati ca unul dintre numere este media aritmetica a celorlalte doua.
z—x+1

: +1 .
Solutie: Avem x-y= si x-y:ZT, de unde z=xy’ +x-1 si z=2xy—1.

Obtinem xy2+x=2xy¢>x-(y2—2y+1)=0<:>x-(y—1)2=0. Deoarece x > 0 =

=y-1=0=y=1. Atunci x~y=ZT+1 devine x:z_-l-l sau x=Z+

J , adica x este
media aritmetica a numerelor z si y.

: : 5 1 1 . 1 .
2. Fie a si b numere reale nenule. Dacd a+—=x, b +; =y siab +_b =z, aratati ca
a a

x> +y* +2z° —xyz este numir natural.

1 1 1
Solufie: x> +y’ +z° —xyz=a’+2+—+b’ +2+b_2+a2b2 +2+? -
a a

— (a+lj(b+lj(ab+ij:a2+b2+a2b2+i2+i2+%+6—a2b2—1—a2 -
b a b ab

a ab
1 1 1
— ?—?—bz—l—ﬁzé‘e N.

3. Fie a si b numere rationale. Aritati ci, daci a’ +b’ =2ab, atunci numirul 1—ab
este patratul unui numar rational.

Solutie: Daca b=0, atunci a=0 si 1-ab=1= 1I>. Fie b#0. Atunci existd ke Q",

b=a-k si a#0, a3+b3=2ab@a3+a3k3=2a2k(:)a+ak3=2k:>a=% si
pE
2 3 3,76 413 3 1Y
b:iy l—ab=1- ai 2:1+2k il > W k3 1 , deci 1—ab este pa-
1+k (1+4') (1+4) K+l

tratul unui numar rational.

4. Numerele pozitive a, b, ¢ verifici egalitatea a’b+a’c+2abc=2a’ +b’c+bc’.
Aratati ca unul dintre ele este media aritmeticd sau media geometrica a celorlalte doua.
Solutie: Egalitatea se scrie succesiv: a’ - (b+c)+2abc—2a’ —b’c—bc> =0 &

o ad -(b+c)—2a(a2 —bc)—bc(b+c)=0 =N (b+c)(a2 —bc)—2a-(a2—bc)20 =N

S (a2 —bc)~(b+c—2cz):0 1(2) & (a2 —bc)(a—b;cjzo.
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Capitolul 111
FUNCTII

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA

Capitolul ,,Functii” este unul dintre cele mai ample din cadrul programei de olimpiada.
Tema aceasta se regaseste la toate nivelele incepand cu clasa a VII-a si terminand cu
clasa a XII-a. Exemplele si problemele care vor urma se vor adresa Incepatorilor in
studiul functiilor. De altfel, primele exemple sunt construite doar pe baza definitiei.

EXEMPLUL 1: Fie f:{1,2,3,...,99,100} —{-1,0,1} o functie cu proprietatea:

7(0) £ (1) £(99)- £(100) 20,
Demonstrati ca f(0)+ £ (1)+...+ /(99)+ /(100) 0.
Solutie: Ipoteza f(0)- f(1)-...- £(99)- £(100)#0 conduce la concluzia cd numerele
£(0),7(1), £(2),..../(100) sunt nenule. Din definitia functiei / obtinem ca f/(0),
F(1),£(2),.... £(100)e {-1,1} si atunci suma ceruta este nenuld, fiind o suma de 101

numere impare.

x+1

EXEMPLUL 2: Fie functia /:N" > Q, f(x)= . Demonstrati ca numarul:

A=1(0)-£(1)- £(2)-...- £(120) este numar natural patrat perfect.

Solutie: Avem succesiv:
234 120 121
A=f(0)-£(1)-f(2)-.... f(120)=—-=-—- o ———=121=11%
S(0)- 7 (1)1 (2)- £ (120) 1 23 119 120
EXEMPLUL 3: Demonstrati ca nu existd functii f: R — R care verifica relatia:
f(x)+ f(2—x)=x+1, pentru orice x€ R.

Solutie: 1deea este de a particulariza pe x pentru a se obtine relatii care contrazic
definitia notiunii de functie. Dacd ar exista o astfel de functie, am putea alege x=0 si

obtinem f(0)+ f(2)=1. Apoi particularizarea x=2 conduce la f(2)+ f(0)=3.

Cele doud egalitati nu pot fi simultan adevirate, deci nu existd o functie care si
verifice proprietatea din enunt.

EXEMPLUL 4: Fie o functie f:R—R care verifica relatia f(f(x))=x—4x+6,

pentru orice xe R. Calculati f(2).
Solutie: Tehnica de calcul urmatoare este extrem de eficientd pentru a obtine si alte
relatii pornind de la ipoteza. Din f(f(x))=x" —3x+4 deducem:

F(£(F () =1 (3 =3x+4).
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Capitolul XI
CORPURI GEOMETRICE, ARII $SI VOLUME

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA

Acest capitol este unul dintre cele mai vaste din programa de olimpiadad specifica
clasei a VIII-a. Problemele pot fi impartite in cateva categorii principale:

e calcule de arii laterale si volume pentru diferite corpuri geometrice;

e calculul ariei diferitelor tipuri de sectiuni;

¢ probleme cu distante solutionate cu ajutorul formulelor de arie si volum;

e probleme de algebra modelate pe suport geometric.

EXEMPLUL 1: Fie VABCD o piramida patrulaterd regulati de volum 36 cm’. Se
noteaza cu O centrul bazei ABCD si cu F mijlocul muchiei [CD]. Fie {E} = AF N BD.
Calculati volumul piramidei VOEFC.

Solutie: Piramidele VABCD si VOEFC au indltime comuna pe Vo, p
deci raportul volumelor este egal cu raportul ariilor bazelor lor. In
triunghiul ACD, E este centru de greutate, deci:

1 . 1 1

g&f/ABCD - ApOi Appr = Aypo = E“QZACD = E“%BCD 4

! S, l%
2

1
aep = 2 Hen =

1
Deducem ca LWCFEO = k%BCD — ELQ/

1
1bep — 2 E ABCD — ABCD = E%BCD . Deducem

s _ 1, _ 3
cd Tyeorc = gVVABCD =6cm’.

EXEMPLUL 2: Consideram tetraedrul regulat ABCD de latura 1. Fie M € [AC] astfel
incat MC = 2AM. Prin M construim un plan paralel cu dreptele 4B si CD. Acesta
intersecteaza muchiile [BC], [BD] si [4D] in punctele N, P si respectiv Q. Calculati
aria sectiuniit MNPQ.

Solutie: Din ipoteza deducem ca MN si PQ sunt paralele simultan cu AB, iar NP si
MQ sunt paralele cu CD. Atunci MNPQ este paralelogram. Cum intr-un tetraedru
regulat muchiile opuse sunt perpendiculare, obtinem cd MNPQ este dreptunghi.

AM 1 . M 1 . 1 . 2 .
Deoarece —— =—, obtinem ca Mo =—, deci MO = —. Analog obtinem MN = — si
AC 3 CD 3 3 3

atunci LQ{MNPQ =

O | o

EXEMPLUL 3: Fie ABCD un tetraedru regulat si M un punct interior. Demonstrati ca
suma distantelor de la M la fetele tetraedrului este constantd, indiferent de pozitia
punctului M.

Solutie: Fie d4, dp, dc i dp distantele de la punctul M la fetele (BCD), (ACD), (A4BD)

si respectiv (ABC). Folosind formula 7jpcp = %dA - fgep si analoagele, obtinem
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(2p)

(5p)

(2p)

(5p)
(7p)

(7p)

(3p)

(4p)

(7p)
(7p)

(3p)
(4p)

TESTE FINALE

TesTUL 1

1. a) Se considera numerele reale x, y, u, v > 0. Demonstrati ca:
2
u v, wtvy
X Yy ux+vy

b) Fie a, b, c cifre nenule. Demonstrati ca a=b+b__c+2 >3.
ba cb ac

2. Fie a € R, a > 0 astfel incat (a+2\/;) € Qsid’e Q.
a) Aratati ca (a a+a) € Qsiae Q.

b) Gasiti un numar a € R pentru care (a +2a ) e Qsid’e Q.

3. Fie n puncte in spatiu astfel incat oricare patru sa formeze un tetraedru de
volum cel mult 1. Aratati ca existd un tetraedru de volum cel mult 27 care sa
contind in interior toate cele n puncte.

4. ABCD este un patrat si £ € (BC), F' € (CD) astfel incat m(«xEAF) = 45°.

Fie BD N AE = {Q}, BD N AF = {P}, FO N PE = {S}, AS N FE = {T} si
MA 1 (ABC). Demonstrati ca MT | FE.
Timp de lucru: 150 de minute.

TESTUL 2

1. a) Fie a si b doud numere reale pozitive. Aratati ca:

aJa +b\Jb = a\b +ba .

b) Aratati ca, pentru orice numar natural n, are loc inegalitatea:
1 1

1 1
+ +..+ <1- .
22+1W1 33+22 n+D)n+l+ndn  n+l

2. Determinati numerele prime p pentru care numarul 2 - p* + 1 este numar
prim.

3. Se considera punctele necoplanare P, A, B, C, D. Daca PB L CD, PD |
L BC, PA 1 BC, aratati ca picioarele perpendicularelor din 4 si C pe BD
coincid.

4. Fie ABC un triunghi. Cercul care trece prin varful B si este tangent in 4
laturii [AC] intersecteaza latura [BC] in D. Cercul care trece prin C si este
tangent 1n A laturii [4B] intersecteaza latura [BC] in E. Ariatati ca:

a) BC* = AB* + AC* + BC - DE;

b) AD* = AE* = DC - BE.

Timp de lucru: 150 de minute.
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