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Cuvant-Tnainte

Examenul de bacalaureat reprezintd pentru fiecare tanar o placa turnanti in de-
venirea lui intelectuala si personala, avand menirea de a certifica pregatirea stiintifica
si competentele dobandite in liceu, dar si de a deschide un orizont profesional sau
academic adecvat fiecaruia. In consecintd, performanta la acest examen, si indeosebi
la disciplina matematica, presupune un efort de pregatire constant, atat pentru par-
curgerea continuturilor, cat si pentru fixare, sistematizare, recapitulare. Lucrarea de
fata 1si propune sa fie un ghid eficient, cu o strategic completa, care sd raspunda
tuturor exigentelor disciplinei si probelor de examen.

Prima parte a lucrérii contine probleme grupate pe teme, urmarind acoperirea
completd a programei. Acolo unde o anumitd tema nu era destul de bine reprezentata,
in variantele examenelor din anii precedenti, au fost adaugate probleme clasice, pentru
o mai buna aprofundare a subiectului. Astfel, un elev isi poate alege singur un capitol
pe care vrea sd 1l repete si gaseste in carte un numar suficient de exercitii cu ajutorul
carora sa-si atinga scopul. Problemele sunt insotite de solutii detaliate si de comentarii
metodice, unele dintre ele avand chiar mai multe rezolvari.

Partea a doua cuprinde 60 de teste, Insotite de raspunsuri si de rezolvéri, iar la
sfarsit existd un breviar teoretic, care contine principalele notiuni prevazute in
programa.

Cartea se adreseaza celor care se pregatesc pentru bacalaureatul la matematica,
indiferent de profilul liceului pe care il urmeaza. Din acest motiv, problemele sunt
structurate pe doua niveluri, cele mai dificile fiind evidentiate printr-o steluta. Elevii
care nu urmeaza profilul matematica-informatica pot parcurge doar problemele fara
steluta.

Lucrarea poate fi folositd si pentru invatarea curentd, deoarece permite elevilor
sd se antreneze in conditii reale, de bacalaureat. Ea se poate dovedi un instrument util
profesorilor si elevilor in vederea recapituldrii materiei la finalul unui capitol sau la
sfarsitul anului scolar.

Autorii



Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1.1. Multimi si elemente de logica matematica
1. Calculati:
a)2-(3)—(4):2+(25):(-5); b)2%:2"-3%:3"+5"

1 1
®3O'(§_03+i5j d) 8 - [0,(3) + 0,1(6)].

) . ) . 1 )
2. Fie 0,aa2a5...a,... scrierea zecimala a numarului 7 Calculati:

a1s T az019 + A2020-
3. Se considerd intervalele 4 = (-4, 4] si B = (-2, 7). Determinati multimea:

(ANB)NZ.

. 5
4. Ordonati crescator numerele a =2,5(1), b= 5 ,c=2,51),d=2,51.

Calculati:
2) A5 4 B0 135 - b) (V3 -v2)(2+3):
o (V2-1) +(v2+1); ®J3m+fii
6. Aratati ¢d numarul a—[ 168 \/: - ( j(\/ij este natural.
7. Aritati cd numarul b = este natural.

xf+f ~/—+f f+\/—
8. Se considerd numerele a = /98 —/32 —+/8 sib= V162 +18 +/72. Calculati

media aritmetica si media geometricd a numerelor a si b.

9. Determinati numerele rationale a si b, stiind ci (\/5 +/6 )2 =a—b3.



Enunturi e Clasa a IX-a

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.

22.
23.

24.

Demonstrati ¢a, dacd x € [0, 51], atunci numarul a = Jx+49 +/x+625 seafla
in intervalul [32, 36].

Fie E(x, y) = \/x2 -2x+5 +\/y2 +6y+10,unde x, y € R. Aratati ca E(x, y) = 3,

pentru orice x, y € R.

Aflati cate numere irationale contine multimea {\/I R V2 R \/g , ey V199, \/200} .

Determinati partea intreaga si partea fractionard pentru fiecare dintre urmatoarele
numere: a=2,7,b=-0,6,c=13,d=—/3.
Calculati:
5 5
a) {ﬂ + {—ﬂ ; b) {1,64} — {-2,36};

c) [x/f]+[x/§]+[x/§+«/§}; d) {x@}+{x/§}—{\/§+\/§}

Rezolvati in R ecuatiile:
a)[x]+[x+ 1]+ [x+2]=24 b) [x+1]=2x—1;
1
c) {2x} =0; d) {x}= 3
Rezolvati in R ecuatiile:
a) x—2|=35; b) [x— 1] +]2 - 2x| = 12;
) |1 —2x] =] +4; d) * — 1|+ + 1]=0.
Rezolvati in R inecuatiile:
a)|l —2x|<3; b) |x + 3| > 4.
Determinati numarul elementelor multimii 4 = {x € Z | [2x + 1| < 100}.

Aritati cd valoarea expresiei £(x) = |[4x — 8| — 2|4 — 2x| nu depinde de numérul real x.
Demonstrati ¢ |2x —3| + 2|x — 1| = 1, pentru orice numar real x.
Demonstrati ci x” + 3x + 3 > 0, pentru orice x € R.

Demonstrati ¢a, daca x, y € [2, o), atunci xy —2x — 2y + 6 € [2, o).

. . X+
Demonstrati ci, dacid x, y € (-1, 1), atunci RIS (-1, 1).
I+ xy

Fie E(x) =x* + x* + 2x* + x + 1, unde x € R. Demonstrati ca:

a) E(x) = (x> + 1)(x* +x + 1), oricare ar fi x € R;

b) E(x) > %, oricare ar fix € R.



Clasa a X-a

2.1. Radicali si logaritmi
1. Aritati ca:
7 8 1
a 2@—%—5%:—; b) V3+411-6v2 —y/5-246 =3;
) e ) V34 J
c) \/6+\/§+\/§+\/ﬁ=1+\5+\/§.
2. Se considerd numerele a=\/3—\/§ sib=\/3+\/§.Ar€1ta’;i ca %(%+éje Q.
a

3. Aratati ca numirul a=+17+12v2 =32 242 =6+ 442 € Q.

4. 2a) Aratati ca, dacd a, b, c, d sunt numere rationale, astfel incat a\/z +b:c\/§ +d,
atuncia=csib=d.

2
b) Determinati numerele rationale a si b, stiind ca (1 ++2 ) =a+ b(l ++2 ) .

5. Calculati [\/5 -33 ] ([x] reprezinta partea intreaga a lui x).

6. Aduceti la o forma mai simpla:

a) Y242 -2 ; b) \/g%/ﬁi/g,
) VW2 21-43+242 ; d) 27 333 93 .
7
7. a) Aduceti la forma cea mai simpla: E(x, y)= 4/;2%/_\/)}; [%} ,unde x, y €
€ (0, +o0).

4 9
b) Aratati ca numarul a =3 AN2T ﬁ este rational.
V332 353

Se considera E(x) = x%/xzx/; ,unde x > 0. Calculati £(a), unde a = s .
a) Fiea=~2-42-82.92 si b='42 . Aritati ¢ a - b este numdr rational.

b) Aratati cd numarul a:\/3+\/§~i/\/§—l-?/7—3\/§ e Q.

v ®
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2.1. Radicali si logaritmi

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.
19.

20.

21.

k

Determinati numarul natural &, daca (3/)73 )k (%j = x, pentru orice x > 0.
L -

V241 Y4432 41

Se considera numarul real a = %/7 +542 + %/7 ~5J2 .

a) Aratati cia’ = 14— 3a.

b) Arataticaa’ +3a— 14 =(a—2)(d* +2a+ 7).

¢) Demonstrati cia € Q.

Aratati ca

Ariitati ca J10-6y3 +3/10+63 =2.

Ordonati crescator numerele:

a) V2, Y4 5i 45, b) 22, 4275 sida.
Comparati numerele:

a) a=~N2+7 sib=B3+6; b) a=J13=+12 sib=12-11;
¢) a=3-2 sib=4-33.

Comparati numerele azm si b=2+3

Calculati:

42
a) lo 8\5; b) log, 0,125; ¢) lo 43/5; d) logy, —;
) log ) log, ) log ;5 ) log, h
e) 41—10g2\/§ X
Ordonati crescdtor numerele a = 64, b= log32L7 sic= log23L2.

a) Aratati ca numarul a =log, 8 + logy 27 — 8 este natural.

b) Demonstrati ca numarul b =log ; 33+ log , 4 este intreg.
2

Calculati:
a) 10g2(6+\/§)+10g2(6—x/§)—10g27; b) 1g0,01+ 2" —glee3.

0 i i
7 3
Calculati:

a) log, 8 - logz 9 - logs J5; b) log, 82 — logs 343.

29



4.1.

1.

112

Clasa a Xll-a

Legi de compozitie

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x o y =2° "7,

oricare ar fix, y € R.

a) Calculati 2017 o (-2017).

b) Rezolvati ecuatia x o x* = 64.

¢) Demonstrati ca, daci (x o y) o z=2""", atuncix = —.

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ,,0”, definitd prin

xoy=x+y+11,oricare ar fix, y € R.

a) Ardtaticd (xoy)oz=xo(yoz),oricare arfix, y,ze R.

b) Gasiti doua elemente a, b € Q\ Z pentru care a o b € Z.

¢) Determinati cel mai mare numar natural », pentru care 1 o 2 o ... o n <2017.

Pe multimea numerelor reale definim operatia x o y = xy + 4x + 4y + 12, oricare ar

fix,ye R.

a) Arataticd (xoy)oz=xo(yoz),oricarear fix, y,ze R.

b) Calculati (=1000) o (-999) o ... o 1000.

¢) Rezolvati in R ecuatiaxoxoxox=12.

Pe multimea numerelor complexe, se considera legea de compozitie ,,0” definita

prinxoy=xy+ix+iy—1—i oricare ar fix,y € C.

a) Demonstrati cix oy = (x+1i)(y+1i)—i, oricare ar fix,y e C.

b) Demonstrati ca, pentru orice n € N’ si x1, X2, ..., X, € C, are loc egalitatea
X1oxp0...0ox,=(x;+ )2+ 1i)...(x, +i)— 1L

¢) Rezolvatiin C ecuatiaxoxoxox=1—1.



4.1. Legi de compozitie

10

11.

Pe multimea R se defineste legea de compozitie x o y = 3/x’ + )’ , oricare ar fi x,
. . o * . . *

y € R. Mai consideram xp € Q six,=xpcx, j,oricarearfine N .

a) Demonstrati cd (xoy)oz=xo(yoz),oricare arfix, y,z€ R.

b) Determinati elementul neutru al operatiei ,,o”.
¢) Aridtati cd x; este numar irational.
Pe multimea R se defineste legea de compozitie x * y = 2xy — 6x — 6y + 21,

oricare ar fix, y € R.

a) Aratati cd legea ,,*” este asociativa si comutativa.

b) Determinati elementul neutru ale legii ,,*”.

¢) Demonstrati ca, pentru orice x € R, are loc identitatea:

— . *
x#x#. kx=2""(x-3)"+3,oricarearfine N.
%/—J

de nori x
Pe multimea R definim operatia x * y = ax + by, oricare ar fi x, y € R.
Determinati numerele reale a si b, stiind cad operatia introdusa este asociativa si
comutativa.
Studiati asociativitatea, comutativitatea si existenta elementului neutru pentru
fiecare dintre urmatoarele legi de compozitie:
Ty

x . *
AXTy= ,oricarearfix,ye R ;

b)xJ_y:\/E,oricarearﬁx,ye R’;
c) A * B=AB +BA, oricare ar fi 4, B € . 75(R).

Xy
xX+y

Se considera multimea G = (—eo, 0) si operatia x * y =

,oricare ar fix, y € G.

a) Demonstrati ca G este parte stabild in raport cu operatia data.
b) ‘Aratati ca operatia consideratd este comutativa si asociativa.
¢) Stabiliti daca operatia ,,*”” admite sau nu element neutru.

Pe multimea G = (0, +e0) \ {1} consideram operatia x o y = x> 7

, oricare ar fi

x,ye G.
a) Demonstraticax oy e G,oricare ar fix,y € G.

b) Arédtaticixoy=yox,oricarear fix,y e G.
¢) Rezolvati in G ecuatia x o x = &’.
Pe mulfimea numerelor reale se considera legea de compozitie x * y = 2xy — 6x —

—6y+ 21, oricare ar fix, y € R.

113



Solutii

Clasa a IX-a

1.1. Multimi si elemente de logica matematica
1. a) 1, b) 2, C) 3, d) 4. 2. aroi1g +02019+a2020=4 +2+8=14.3. {—1, O, 1, 2, 3, 4} 4.h<d<
<a<c.5.a)2J5;b)1;0)6;d)1.6.a=6e N.7.b=2¢e N.8.a= 2, b= 18J2, m,=

= #, me=6.9.a=8,b=—410. Jx+49€[7, 10], /x+625 € [25,26] = a € [32, 36],

Vxe [0,51]. 1L E(x,y)=y(x=1) +4 +J(y+3’ +1=V/3+JT =3, V x, y € R. 12. 186.
13. [a]=2,{a}=0,7;[b] =—-1,{b} =0,4; [c] =13, {c}=0; [d]=-2,{d} =2 — V3. 14. a) —2;
b)0;c)5;d) 1.15.a)x € [7, 8); b) xe{%, 2};0) ng,ke Z; d) x=k+%,ke 7.16.a)x €

€ {3, 7hb)xe {3, 5hc)xe {-1,5kdx=-1.17.a) x € [-1,2]; b) x € (oo, 7] U
U [1, +o0). 18.100. 19. E(x) = 0, V x € R. 20. [2x — 3| 2fx — 1| = [2x — 3| + [2x — 2| = |2x — 3| +

2
+2-2x22x-3+2-2x|=1,Vxe R.21.x*+3x+3= [x+%j + % >0,Vxe R.22.xy—

2 6=(x—2)(y—2)+2 € [2,400), V x, y € [2, +00). 23. 1 < 212

-l —xy<x+
I+xy

2
tye@+DE+1)>0,Vxye (-1, 1)etc. 24.b) E(x) = (x* + 1)[(x+%j +%J>%,Vxe R.

25.¢) a+b+b+c+c+a= ﬁ‘f'ﬁj‘f'(é‘f'ﬁj‘f‘ £+£j 22+2+2=6,V a, b, ce (0,+oo).
@ a b b a c b a c¢

n(n+1)(n+2)

26.b) Fie P(n): 1 -2+2-3+...+nn+1)= ,ne N Evident P(1): 1 -2 =

1-2-3 x .
= 3 este adevarata. Presupunem ca P(k) este adevarata pentru un numar £ € N . Atunci

avem 1 -2 +2 -3+ ..+ k(k+ 1)+ (k+ Dk+2)=

k(k+1)(k +2) _
—3 + (k+)(k+2) =

4 (k+1)(k+2)(k+3)
3 b

orice n € N°. 30. 6. 31. 171. 32. 192. 33. 60. 34. 243. 35. 120. 36. 60. 37. 99 - 26" = 1740024.
38. 16. 39. 47. 40. a) 8; b) 25; ¢) 50.

234

deci P(k + 1) este adevarata. Drept urmare, P(n) este adevarata pentru



Breviar teoretic

1. ALGEBRA

1.1. Formule de calcul prescurtat

(a+ b)Y =a*+2ab+ b a* —b*=(a—b)a+b);(a+b+c)=d +b+c*+2ab+ 2bc+ 2ac;
(ax b)Y’ =a’+3d’b+3ab* + b, a® £ b’ = (a + b)(a* Fab+ bY);

d'—b'=@-b)d" "+a" b+ ...+ ne N, n=2.

1.2. Sume remarcabile

Sk=1+2+3+.. +n= "D,

pami 2

Zn:kz _ 12+22+ +}’[2: 1 n(l’l+1)(2n+l) s
> K

1.3. Modulul unui numar real

x, x=20

Definitie. |x| = { .
-x, x<0

Proprietati: 1) x| 20,Vxe R;2) x| =0 x=0;3) [x-y| = -, Vx,ye R;

Hx:yl=kl:phVx,ye Roy#0;5 x+y <|x| +], ¥V x,y e R; egalitatea are loc daca si

numai dacaxy >0;6) |x|<a<xe [-a,al,a>0;7) x| 2a< x € (—oo,—a] U [a, +o0), a> 0.

1.4. Partea intreaga si partea fractionara

Definitie. Partea intreagda a unui numar real x este cel mai mare numar intreg, mai mic sau egal
cu x si se noteaza cu [x]. Partea fractionard (zecimald) a unui numar real x se noteaza cu {x} si
este definita astfel: {x} =x—[x].

Proprietati: 1) [x] € Zsi {x} € [0,1),Vxe R;2)[x][< x<[x]+1,Vxe R;
N [x+kl=[x]+tkVxe RVke Z;4) {(x+k}={x},Vxe R,Vke Z

368



Breviar teoretic

1.5. Progresii

Progresii aritmetice. Definitie. Sirul (a,), > este o progresie aritmetica de ratie r dacd a,, ;| =
=a,+r,V n=1(in acest caz, scriem + (a,),>1)-
aVl—l + an+1

5 , Vn22;2)+(a,),>1< @) rastfel incit a, = a; +

Proprietdti: 1) + (a,),>1 < a,=

— (al + an )n

+m-Dr,Vn21;3)~ @)1 =2 Sy=a1ta+... ta, ,Vn=1.

Progresii geometrice. Definitie. Sirul (b,), 1 (cu by # 0) este o progresie geometricd de ratie
q(qg#0)daca b, =b,-q,V n=>1 (in acest caz, scriem = (b,),>1)-

Proprietdti. 1) <= (b)), < bf =b, - b+, Vn22;2) = (by),>1 < () g # 0 astfel incat
b,=by-q"" 'Y > 1; 3) Daca (b,), > 1 este o progresie geometrica de ratie ¢ # 1, atunci

S,=b +by+...+b,=b- q—_ll,vnzy

q-

1.6. Ecuatia de gradul al ll-lea cu coeficienti reali

Ecuatia ax’> + bx + ¢ = 0 (a, b, c € R, a #0), are discriminantul A = b* — 4ac. Daca A > 0,

-b+
b——\/K. Can
a

ecuatia are doua solutii reale (distincte daca A # 0 si egale daca A = 0): x1, = d

A <0, ecuatia nu are solutii reale. Solutiile ecuatiei, x;, x,, verifica relatiile lui Viete: x| + x, =
b . c . . . .

= —— sixx, = —. Daca numerele x;, x, au proprietatile x; + x, = S i x1x, = P, atunci ele sunt
a a

solutiile ecuatiei de gradul al II-lea: x* = Sx + P=0.

1.7. Functii — definitii, proprietati

Graficul si imaginea unei functii. Numim graficul functiei f: 4 — B multimea G,= {(a, f(a)) €
€ AXBlae A}. Daci feste o functie numerica (adicd 4, B < R), atunci Gy are o reprezentare

geometricd intr-un plan pentru care am ales un reper cartezian. Aceastd reprezentare
geometrica se numeste, de obicei, tot graficul functiei f. Imaginea functiei f': A — B este
multimea Im f'= {y € B | (3) x € 4 pentru care f(x) =y} C B.

Functii injective, surjective, bijective. Functia f': 4 — B este injectivd daca (V x, y € 4,
x#zy=>fx)#f(),sau (Vx,ye A4, f(x)=f() = x=y). Functia f: 4 — B este surjectiva
dacd Im f'= B, adicda V y € B, (3) x € 4 pentru care f(x) = y. O functie se numeste bijectiva
dacd este atat injectiva, cat si surjectiva.

Compunerea functiilor. Daca /': 4 — B si g : B — C sunt doud functii, compusa lor este
functia g o f: 4 — C definita prin (g ° /)(x) = g(f (x)), V x € 4. Operatia de compunere a func-

tiilor este asociativa, dar nu este comutativd. Dacd notim cu 1,: 4 > A4, 1,(x) =x, Vx e 4
functia identica a multimii A, atunci f° 1, = f, pentru orice functie f: 4 > Bsi l,° g=g,
pentru orice functie g: C — A.
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