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Cuvant-Tnainte

Examenul de Bacalaureat reprezinta pentru fiecare tanar o placa turnanti in devenirea
lui intelectuala si personald, avand menirea de a certifica pregitirea stiintifica si
competentele dobandite in liceu, dar si de a deschide un orizont profesional sau academic
adecvat fiecaruia. In consecintd, performanta la acest examen, si indeosebi la disciplina
matematica, presupune un efort de pregatire constant, atit pentru parcurgerea continutu-
rilor, cét si pentru fixare, sistematizare, recapitulare.

Cartea se adreseaza celor care pregitesc bacalaureatul la matematica, de tip M_st-nat si
M tehnologic. Lucrarea de fata isi propune sa fie un ghid eficient, cu o strategie completa,
care sa raspunda tuturor exigentelor disciplinei si ale probelor de examen.

Trebuie mentionat cd aceastd carte este adaptata la forma de organizare a probei de
matematica din cadrul examenului mentionat. Elevii profilului stiinte ale naturii si cei ai
profilului tehnologic au o programa de examen asemanatoare pentru clasele a XI-a —a XII-a,
dar cu diferente importante de continut pentru clasele a IX-a — a X-a. De aceea, am evi-
dentiat problemele si testele specifice doar elevilor de la profilul stiinte ale naturii. Astfel,
acestea sunt marcate cu semnul ,,*”.

Cartea are un pronuntat caracter metodic, fiecare paragraf avand trei componente: una de
initiere, una de consolidare si una de evaluare. Primele patru capitole sunt rezervate antre-
namentului specific pentru examen. Problemele sunt grupate pe teme, urmarind acoperirea
completd a programei. Acolo unde o anumitd tema nu era destul de bine reprezentatd in
variantele examenelor din anii precedenti, au fost adaugate probleme clasice, pentru o mai
buna aprofundare a subiectului. Asadar, un elev isi poate alege singur un capitol pe care vrea
sa il repete si gaseste in carte un numadr suficient de exercitii cu ajutorul carora sa-si atinga
scopul. Problemele din partea de initiere sunt insotite doar de raspunsuri. Problemele din
partea de consolidare sunt insotite de indicatii si raspunsuri, dar si de solutii detaliate acolo
unde acest lucru se impune. Problemele din partea de evaluare nu au raspunsuri.

Capitolul al cincilea este rezervat testelor. Acestea au o structura specifica examenului de
Bacalaureat. Testele sunt dispuse pe doua categorii. Prima categorie este formata dintr-un set
de 30 de teste propuse, dupa modelul subiectelor date la examenul de bacalaureat din ultimii
ani si insotite de rezolvari complete. Testele din a doua categorie sunt pentru autotestare si
nu sunt insotite de rezolvari.

Lucrarea poate fi folositd si pentru invatarea curentd, deoarece permite elevilor sa se
antreneze in conditii reale, de bacalaureat. Ea se poate dovedi un instrument util profe-
sorilor si elevilor in vederea recapitularii materiei la finalul unui capitol sau la sfarsitul
anului scolar.
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Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1. Multimi si elemente de logica matematica

1.1. Notiuni teoretice

1.1.1. Elemente de logica matematica
Definitie: Se numeste propozitie un enunt despre care stim care este valoarea sa de

adevar.
Variabile | Operatie | Notatie Citire Valoare de adevir
P Negatia P non p Opusa propozitiei p.
2. q Conjunctia | PAd. | 'p sig Este adevaratil cand propozitiile p
si g sunt adevarate.
.. . Este adevarata cand cel putin una
, \4 sau : o
P-4 |Disjunctia, | PY4 | P i dintre propozitii este adevarata.
P-4 |Implicatia p—q | p implica ¢ Este t:alsa cand p este adevérata si
q falsa.
echivalent dratd ca
p. 4 | Echivalenta | P ¢4 p v Este qdevarata cand :clmbele au
cugq aceeasi valoare de adevar.

Definitie: Se numeste predicat un enunt care depinde de una sau mai multe variabile
si care se transforma in propozitie prin valori date variabilelor.

Variabile | Operatie | Notatie Citire Observatii
Demonstrarea valorii de adevar
se face prin calcule cu caracter

Propozitia Pentru orice x |general si nu prin exemplu. Un
() OpozIfa | vy p(x) g $ p plu.
universala are loc p(x). exemplu poate fi suficient

pentru a demonstra cd aceasta
propozitie este falsa.




Enunturi e Clasa a IX-a

Demonstrarea valorii de adevar
Exista x astfel |se realizeaza prin determinarea
dx, p(x) |incatareloc |unui exemplu. Acesta poate fi
pX). chiar ghicit, dar trebuie verificat
ca este convenabil.

Propozitia

p) existentiala

1.1.2. Tipuri speciale de rationament

Metoda reducerii la absurd: Pentru a demonstra o implicatie de tipul p — ¢, putem
presupune concluzia p ca fiind falsd si apoi impreund cu ipoteza construim un
rationament care conduce la contradictie.

Metoda inductiei matematice: Se aplicd pentru propozitii universale de forma
Vnzn,, p(n). Se verifica valoarea de adevar a propozitiei obtinute in cazul n=n,, se
presupune ca fiind adevarata propozitia obtinuta in cazul n=k si se demonstreaza
valoarea de adevar a propozitiei obtinute pentru n=k +1.

1.1.3. Multimi si cardinale

Relatie sau operatie Notatie Definitie
Incluziunea AcB | AcB& (Vxe A= xe B)
Egalitatea A=B A=B&S AcBsi Bc A
Intersectia AnB | AnB={x|xe Arxe B}
Reuniunea AUB | AUB={x|xe Av xe B}
Diferenta A\B A\B={x|xe Anx¢ B}
Produsul cartezian AXB AxB={(a, b)|ac Anbe B}

Teoremi: Orice multime A cu »n elemente, unde ne N, admite 2" submultimi.
Definitie: Pentru o multime finita 4 numim cardinalul sdu si notim Card (4)
numarul sau de elemente.

Proprietiti: Sunt adevarate urmatoarele proprietati:

P1. Card (4) = 0 daca si numai dacd 4 = &,

P2. Daca 4 c B, atunci Card (B — A) = Card (B) — Card (4);

P3. Card (4 U B) =Card (4) + Card (B) —Card (4 N B);

P4. Card (A% B) =Card (4) - Card (B).

1.1.4. Multimea numerelor reale R

Definitie: Numim modulul unui numar real x si notim |x| distanta de la originea
axelor la pozitia numarului pe axa.

Proprietitile modulului:

P1. |x|20,‘v’xeR; P2. |x|=0<:>x:0; P3. |x|:|y|<:>x:iy;
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1. Multimi si elemente de logica matematica

P4. |x|<c, c>0s xe(—c; c); P5. |x|>c, c>0& xe (—o; —c)U(c; o);

x, daca x>0 E(x), daca E(x)=0 . .
Pé. |x| = si |E (x)| = , pentru orice expresie

—x,daca x<0 —FE(x), daca E(x)<0
E(x), xe R;
P7. |x~y|:|x|~|y , Vx,yeR; P8. |x" :|x " VxeR, VneZ
X |X| #
PI. |— =H, VxeR, yeR’; P10. ||x|—|y||£|xiy|$|x|+|y,Vx, veR.
Yo

Definitie: Numim parte intreagé a numarului real x si notam [x] cel mai mare numar
intreg, mai mic sau egal cu x.

Proprietitile partii intregi: Pentru orice xe R, au loc proprietatile:

Pl. [x]=x & xe Z; P2. [x]=ke Z < xe [k, k+1);

P3. [m+x]=m+[x],V me Z, P4. x—-1<[x]<x<[x]+1.

Definitie: Numim parte fractionari a numarului real x sinotim {x} diferenta dintre

numar si partea sa intreaga.
Proprietitile partii fractionare: Pentru orice x€ R, au loc proprietatile:
PlL. {x}=0oxeZ; P2.{x}e[0,1); P3.{m+x}={x},VmeZ.

1.2. Probleme de initiere

11.  Determinati numarul de submultimi ale multimii 4 = {a, b, ¢, d}.

12.  Determinati numiarul de submultimi nevide ale multimii 4 = {a, b, c, d, e}.

13. Reuniunea a doui multimi cu cite 20 de elemente fiecare are 30 de elemente.
Determinati numarul de elemente comune ale celor doua multimi.

2 2

14.  Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei: p: (\/5 + 1) + (\/3 - 1) e N.

IS.  Fie propozitille p:2+2=5sig:1+2+3+ ...+ 100=5050. Precizati valoa-
rea de adevar a propozitiei p v q.

16.  Determinati numerele reale a, b daca avem egalitatea de intervale:
[a—bsa+b]=][1;T7].
17.  Fie 4= {l1,2,3,4,5}. Determinati numarul de elemente ale multimii:

B={xeR|x=n-1)-n-2)(n-3)+4,ne A}.
I8.  Determinati intersectia multimilor 4=(1, 5) si B=[3, 11].
9.  Aritati cd numirul a =2 - [0,(3) + 0,1(6)] este natural.
110. Rezolvati in R ecuatia |x — 2| = 5.



Clasa a Xll-a

1. Legi de compozitie
1.1. Notiuni teoretice

1.1.1. Legi de compozitie

Fie G o multime nevida si o lege ,,*”. Legea ,,*

e cste lege de compozitie pe G dacd x*ye G pentru orice x,y€ G (se mai spune
cd multimea G este parte stabila in raport cu legea ,,*”);

e cste comutativa dacd x* y = y*x pentru orice x,y € G;

e cste asociativi dacd x*(y*z)=(x%*y)*z pentruoricex, y, z€ G;

e admite element neutru daca existd un element € G, astfel incat x*u=u*x=x
pentru orice x€ G;

e cste simetrizabild dacd pentru orice xe G existd un element x’e G, astfel incat
x#x =x"*x=u.

Observatie: Elementul x’ se numeste simetricul lui x in raport cu legea de
compozitie ,,*”.

Dacd G este finit, atunci putem scrie G ={qa,, a,, ..., a,}. Toate rezultatele posibile
pot fi trecute sub forma urmatorului tabel:

* aq, a, . a,

a ay ap e Ay
a, ay, Ay | ... Dy
an anl anZ e ann

unde a, =g, *a;. Se obtine tabla operatiei. Proprietatile legii se pot deduce apoi din

aceasta tabla.

1.1.2. Multimea claselor de resturi
Se considerd multimea numerelor intregi Z si ne N° fixat. Pentru orice
ref0, 1, 2, ..., n—1}, definim multimea:

p :{ze 4 | restul impartirii lui z la n este egal cu r} .
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Enunturi e Clasa a XlI-a

—

Multimea Z, :{O, L2,.. n—l} se numeste multimea claselor de resturi modulo 7.
Definim operatiile:

® x+ y =z, unde z este restul Impartirii numarului x+y la n;

e x-y=¢,unde ? este restul Impartirii numarului xy la n.

Proprietiti:

e adunarea din Z, este lege de compozitie asociativd si comutativa,

e adunarea admite element neutru elementul O ;

e orice element xe Z, este simetrizabil, simetricul sdu fiind elementul #—x, care se
mai noteaza —x ;

e inmultirea din 7, este lege de compozitie comutativd, asociativa si distributivd in
raport cu adunarea;

e inmultirea admite element neutru elementul 1 ;

e cvident, 0-x=0 pentru orice xe Z ;

e dacd n este numar prim, atunci din xy =0 obtinem x=0 sau y=0; daca » nu este
prim, nu este adevarat intotdeauna (de exemplu, in Z, avem 3-4=0);

e un clement x este inversabil dacd exista y astfel incat xy=1; atunci y este
|

inversul lui x si se noteaza x - ;

e un clement x este inversabil dacd si numai daca numerele x si » admit divizor
comun doar pe 1.

1.2. Probleme de initiere

IT.  Pe R definim legea ,,o” prin xoy=x+ y—3. Calculati 409.

12. Pe R definim legea ,,0” prin xoy=x+y—3. Demonstrafi ci aceastd lege
este comutativa.

13. Pe R definim legea ,,o” prin xoy=x+y—3. Demonstrafi ca aceastd lege
este asociativa.

14. Pe R definim legea ,,o” prin xoy=x+ y—3. Demonstrati ci 3 este elementul
neutru al acestei legi.

IS.  Pe R definim legea ,,o” prin xoy=x+y—3. Stiind ca legea admite pe 3 ca

element neutru, determinati simetricul elementului x=7 1in raport cu aceasta
lege.

16. Pe R definim legea ,,0” prin xoy=x+y—3. Determinati valoarea numarului
real x, pentru care xoxox=21.
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1. Legi de compozitie

170.

in Z,, calculati 245,

in Z,, calculati 2.5,

Consideram multimea C:{(g Zj|ae ]R}. Demonstrati ca, oricare ar fi
X,YeC, avem X+YeC.

Consideram multimea C={[g (c)l]|ae R}. Demonstrati ca, oricare ar fi

X, YeC, avem X -YeC.

1.3. Probleme de consolidare

C1.

Cc2.

C3.

C4.

Cs.

Ceé.

C7.

C8.

Co.

Cc10.

Se considera operatia ,, L ” definitd prin x L y =x” + y %, pentru orice x, y €
€ (0, o). Calculati 2 L 3.

Pe R definim operatia ,,*” prin x * y = xy —4x — 4y + 20, pentru orice x, y € R.
Determinati t € R, stiind ca ¢ * r=4.

Pe R definim operatia ,,*” prin relatia x * y = xy — 2x — 2y + 6, pentru orice
x,y € R. Demonstrati ca z * 3 = 3 % z = z pentru orice z € R.

Se considera multimea 4 = {2k | k € Z}. Demonstrati ca, oricare ar fix, y € 4,

avemx +y e A.

Pe multimea G = (-4, o) definim operatia ,,o ” prin xo y = xy + 4x + 4y + 12,
pentru orice x, y € G. Demonstrati ca, oricare ar fix, y € G,avemx o y € G.
Consideram operatia ,,®” definita prin xe y = x + y — 6, pentru orice x, y € R.
Demonstraticax e (ye z) =(xe y) e z pentru orice x, y,z € R.

Demonstrati cé operatia ,, *”, definita prin x*y = xy + x + y, pentru orice x, y €

€ R, este asociativa.

Se considera mulfimea M = {2k + 1 | k € Z}. Demonstrafi cd multimea M este
parte stabila in raport cu inmultirea numerelor intregi.

Determinati elementul neutru al legii ,, L~ definitd prin x L y = /x> +?,
pentru orice x, y € [0, o).

. . . . + .
Se considera operatia ,, L.~ definita prin x L y = % , pentru orice x, y € R.

Demonstrati ca aceasta operatie este comutativa, dar nu este asociativa.
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1.

Teste pentru
Bacalaureat,

dupa modelul M.E:N.

Modele de teste rezolvate

pentru examenul de Bacalaureat

Testul 1

Subiectul |

1

5.

6.

. Demonstrati ca numarul a = 1g 30 + 1g 2 — 1g 6 este natural.

2.

Demonstrati ¢a ecuatia (a* + 1)x* = 2x + 1 = 0 nu admite radicini reale, oricare ar fi

*
ae R.

. Se considera functia /: R = R, f(x) =2x — 1.

Calculauf( )f(—l)f(O)f(l)f[%j-

1
2

. Calculati probabilitatea ca, alegand la Intdmplare un numdr din multimea

{ci,.c2, ¢} acesta s fie divizibil cu 3.

In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(2, 4), B(6, 8) si C(8, 2). Calculati
distanta de la C la mijlocul segmentului 4B.
Calculati (cos 120° + cos 60°)(sin 135° — sin 45°).

Subiectul al ll-lea

1.

x+2y—az=3
Se considera sistemul de ecuatii {2x—y—z=1 , unde a este un parametru real.
—x+3y+z=2

Notam cu 4 matricea sistemului.
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Modele de teste rezolvate pentru examenul de Bacalaureat

a) Demonstrati ca tripletul (-1, 2, —5) este solutie a sistemului in cazul a = 0.
b) Determinati determinantul matricei 4.
c¢) Daca a # 0, demonstrati ca solutiile sistemului nu depind de a.

2. Se considerd multimea H = {6, 2, 4, 8} C Zy.

a) Demonstrati cd multimea H este parte stabild in raport cu adunarea din Zs.

b) Determinati x € H cu proprietatea ci x’ = 0.

. ~2012 ~2012 ~2012 ~2012
c¢)Calculati 0 +2 +4 +6

Subiectul al Ill-lea
1. Se considerd functia f: R > R, f(x) = ¢ —x.

a) Calculati /'(x).
b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei £,

¢) Demonstrati ca Je = % .

2. Se considera functia f: (0, o) = R, f(x) = ln_x

NE

4
a) Calculati Ide
1 Inx
b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului

functiei g : [1, e] = R, g(x) =f(x).

1
¢) Demonstrati ca I f(x)dx <0.
1

e

Testul 2

Subiectul |

1. Caleulati C; — 4; +3.

2. Rezolvati in R ecuatia logs (x* — 16) = 2.

3. Se considera progresia aritmetica (a,),_, pentru care a; = 2 si as = 18. Calculati

ason2-
4, Dupa doud scumpiri succesive cu 10% si apoi cu 20%, pretul final al unui produs
este 1 320 de lei. Determinati pretul initial.
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Testul 2

5. In sistemul de coordonate carteziene xOy se considera punctele A(1, 1), B(3, 2) si
C(m, 3). Determinati valoarea numarului real m, stiind ca punctele 4, B si C sunt
coliniare.

6. Demonstrati ¢ sin®20° + sin®70° = 1.

Subiectul al Il-lea
. ) 4 3 1 0) . 0 0
1. Se considerd matricele 4 = 3 2 L= si 0, = .
a) Demonstrati ca 4> — 64 — I, = O,.
b) Demonstrati cd matricea 4 este inversabild si determinati inversa sa.
¢) Demonstrati ca 422 — 64%" — A0 — 4* + 64’ + A7 = O,.

2. Se considerd polinomul = X> — 3X* + 3X — a € R[X]. Notdm cu x;, x, si x; radici-

nile sale.
a) Determinati valoarea numarului real a, stiind ca x; = 1.

b) Demonstrati ca (x; — 1)* + (x> — 1)* + (x3 = 1) =0, oricare ar fia € R.
¢) Determinati valoarea numarului real a, stiind c¢@ polinomul f are toate radacinile

reale.

Subiectul al lll-lea
1. Se considera functia f: [0, &) — R, f(x)= Ll “ln(x+ 1)
X+

. X .
a) Demonstrati ca f/ '(x) = ————, pentru orice x € [0, o).

(x+1

b) Demonstrati ca functia feste strict descrescatoare.
. X .
¢) Demonstrati ca X <In(x+1), pentru orice x € [0, ).
X+

2
2. Se considera functia f: (0, o) = R, f(x)= ij
X

a) Calculati I( f(x)- Xt ljdx.

2
X

2
b) Calculai [ f(x)dx.
1
¢) Folosind, eventual, inegalitatea X+ 1224, pentru orice x € (0, «), demonstrati

ca jf(x)dx23.
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Solutii

Clasa a IX-a

1. Multimi si elemente de logica matematica

1. 12. 13. 14. 5. 16. 17. 18. 19. | 110.
16 31 10 A A (4,3) 3 [3,5) | a=4 | 3si7

C1.2° = 8. C2. 31 nevide = 32 in total = A4 are 5 elemente. C3. 2008 + 2008 — 1000 = 3016.
C4.2°=4.C5. P Aq e adevarata deoarece ambele propozitii sunt adevirate. C6. 2x + 1 divide

pe 6, deci 2x + le {*1, £2, 43 +6} = A={—2,—1, 0, 1}. C7.4x-2<2<2x+6=>xc¢€
€ (-2,1). C8. 12 +25—-7=30 = 30 de elevi. C9. A\B:[Z, 5) = numairul 4. C10. 4 U B =

= (-2, 5), deci sunt 6 numere intregi. C11. Se obtine a <c <b. C12.x -3 |2 =>x -3 € {#I,

02} =>4={1,2,4,5}.C13. %:1,2222..., deci P=2""=1024. C14. % =2,16666..., deci

nu apare niciodata. C15. % =1,53333..., deci $=5+3-2008=6029.C16. 4 -B=(-3,1]=

= Cardinalul multimii (A\B) N Z este 4. C17.a = 732 =42 —2J2 =2, b= 92 +3/2 +
+ 642 =182, deci vJab =/18-2 = 6. C18. Avem x+4=1-2x si x+4=2x—-1, de unde
xe{-1,5}, C19. [2-5|+3—5|= V5-2+3 -5 =1e N.C20.3r-2=411 = xe

11
6
C22. Avem 4<a<5, deci [a]=4. C23. h=5+25€(10, 11) = [b]=10. C24. 4 =

= N2-3 + V2-1 =3-V2 + V2 ~1=2e N.C25.a = fi_f+€_f+ .
99 -V100 _Vi-Vi0o _1-10
1

99 -100 -1

[\/3+\/EJ=6. Apoi V4++/19 =2++/19¢ (6,7), deci |:\/Z+\/Ei|=6. C27. Pentru pasul

€ {?,—3}. Dar x € Z = x = -3. C21. Avem {%}22 si { }:%n deci suma este %

ot

=9 € N. C26. Avem 3++25=5+3¢(6, 7), deci
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