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Introducere

Matematica zilelor noastre este un edificiu grandios care cu trecerea timpului a
inglobat in sine tot mai sclipitoare realizari ale unor creatori de geniu.

Prin natura problemelor pe care le ridica in fata elevilor, matematica solicita ope-
ratii complexe ale gandirii: problematizarea, compararea, abstractizarea, transferarea etc.

Cuvantul metoda vine de la grecescul methodos: meta = ,,catre” si odos = ,,cale”,
care inseamna ,,cu calea”, ,, dupd drumul”, ,drum catre ceva”. In matematica, prin
metoda se intelege calea rationald care trebuie folositd pentru a demonstra o teorema
sau pentru a rezolva o problema. In geometrie se intdlnesc variate si numeroase pro-
bleme, insa oricat s-ar incerca, nu e posibil sd se géseasca un singur mers rational dupa
care toate problemele s-ar putea rezolva, pentru ca un grup mare de probleme se rezolva
intr-un fel, alt grup 1n alt fel.

Cunoasterea unor metode de rationament 1n studiul geometriei este necesara deoarece,
pe de o parte, ele inlesnesc intelegerea demonstratiilor, iar pe de altd parte, constituie
mijloace de cercetare in rezolvarea problemelor. Problemele de geometrie sunt,
asadar, atat de variate, incat nu se pot da indicatii generale pentru rezolvarea lor. Difi-
cultatile principale ale problemelor de geometrie constau in caracterul lor nonstandard.
Fiecare problema de geometrie comporta un studiu specific in care sunt implicate, in
afara cunostintelor primite in scoald, o anumita obisnuintd de a rezolva probleme, o
gandire logicd bine conturatd, precum si 0 anumita creativitate.

Lucrarea de fata este structuratd pe trei capitole: Capitolul I ,,Metode generale
folosite in geometrie pentru rezolvarea problemelor”, Capitolul 11 ,,Metode particulare
folosite in geometrie pentru rezolvarea problemelor” si Capitolul III ,,Aplicatii privind
studiul comparativ al metodelor de rezolvare a problemelor de geometrie”.

In aceasta lucrare, tindnd seama de principiile si rigorile matematice, mi-am propus
sa analizez cateva aspecte legate de metodele generale si particulare de rezolvare a
problemelor de geometrie, pentru ca in ultima parte a lucrérii sa prezint diverse pro-
bleme cu mai multe solutii de rezolvare, probleme care sa duca la aprofundarea, con-
solidarea si completarea cunostintelor dobandite la clasa. Principalele surse pentru
redactarea lucririi au fost [8], [15], [16], [22], [24], [30], [31] din lista bibliografica. in
aceste luerari pot fi gésite, asadar, mai multe probleme de geometrie care se rezolva
prin metode generale sau prin unele metode particulare.

Autoarea
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cap! 0|u| Metode generale folosite in

geometrie pentru rezolvarea
problemelor

1. Metoda sintezei

Cuvantul sintezd vine din grecescul synthesis, care Inseamna strangerea intr-un intreg a
partilor componente care au fost despartite. In logici, sinteza este o metodd de ratio-
nament care consta in faptul ca desfasurarea gandirii se face de la simplu la compus sau
de la cunoscut la necunoscut. Demonstratia in care se porneste de la propozitii parti-
culare spre propozifii generale se numeste demonstratie sinteticd (metoda inductiva
sau prin sintezd). In acest tip de demonstratie se porneste de la cunoscut spre necunoscut,
adica pornind de la o propozitie despre care stim ¢a este adevarata, deducem propozitii
care, de asemenea, sunt adevarate si ultima este cea care trebuie demonstrata. Asadar,
in aceastd metoda, gdndirea elevului este dirijatd pentru a se rdspunde la intrebarea:
Daca stiu ..., ce pot sa aflu?

1.1. Metoda sintezei in rezolvarea problemelor de calcul

Prin probleme de calcul intelegem acele probleme care cer gésirea unor valori nume-
rice atunci cand se cunosc anumite date. Daca marimile din problema nu sunt exprimate
prin numere, rezultatul obtinut se exprima, in mod general, printr-o formuld. Problemele
de calcul se impart n:

a) exercitii §i probleme cu continut geometric, dar pentru rezolvarea cérora se cere

cunoasterea rezolvarii problemelor tip din aritmetic;

b) probleme care, pentru a le gisi rezultatul, cer folosirea mai multor propozitii legate

intr-un rationament.

Rezolvarea exercitiilor nu cere din partea celui ce le face un efort mare de gandire,
constructia unor rationamente complicate, ci numai cunoasterea temeinica a regulilor,
a formulelor sau a teoremelor studiate. Desi rezolvarea exercitiilor dezvolta prea putin
gandirea logica, ele au o importantd mare pentru studiul geometriei deoarece, pe de o
parte, contribuie la formarea priceperilor si deprinderilor pentru a aplica cunostintele teo-
retice in rezolvarea problemelor, ceea ce constituie, de fapt, primul pas in aplicarea
teoriei in practica, iar pe de altd parte, formeaza, incetul cu incetul, increderea in for-
tele proprii.

Prin metoda sintezei o problema de calcul se rezolva astfel: se iau doud date cu-
noscute ale problemei intre care existd o legatura si cu ajutorul lor se formuleaza o
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problema ce ne da posibilitatea sd calculam valoarea celei de-a treia marimi, care devine
astfel cunoscuté. Se iau apoi alte doud date cunoscute (fie date prin enuntul problemei,
fie calculate anterior) si cu ajutorul lor se formuleaza o problema, care rezolvata ne da
valoarea unei alte marimi. Se procedeazd in acest mod pand gdsim tocmai valorile
marimilor ce se cer in problema.

Observam cd uneori ne putem folosi si de o singurd data a problemei, daca ea este
legata de o formuld cunoscutd mai demult. Alteori putem lua, in loc de doud date, mai
multe date daca intre ele existd o legdturd in asa fel incat sd putem formula cu ajutorul
lor o problema simpla.

In concluzie, aceastia metoda se poate folosi cu succes la o problema care necesita
aplicarea directd a unei teoreme invatate sau cand avem destule indicatii care sa ne
conducd spre rezultatul cerut.

Aplicam metoda sintezei in rezolvarea urmatoarelor probleme de calcul.

PROBLEMA 1

Se da piramida SABC, in care baza este un triunghi isoscel avand laturile AB = AC =
=82 ¢cm, BC = 36 cm, iar muchia S4, perpendiculara pe planul bazei, are o lungime de
20 cm. Prin varful 4 se duce un plan care intersecteaza muchiile SB si SC in punctele
M si N, care sunt, respectiv, mijloacele lor. Se cere sa se afle:

1°) aria totald a piramidei;

2°%) volumul piramidei;

3% aria sectiunii A MN;

4°%) tangenta unghiului pe care il face fata SBC cu planul bazei.

SOLUTIE

Construim figura, apoi ne fixam atentia asupra primei
intrebari. Deoarece aceasta cere sd aflam aria totald a
piramidei (fig. 1), trebuie sa gasim ariile tuturor fetelor,
apoi sa le adunam.

1°) Trebuie sa aflam aria bazei cu datele 82 cm, 36 cm
si vom formula o problema prin rezolvarea careia sa
calculam naltimea triunghiului ABC.

a) Daca in triunghiul isoscel BAC se cunoaste baza
BC =236 cm si latura AC = 82 cm, se cere sa se cal-
culeze Tndlfimea triunghiului dusa din varful 4 pe
baza BC.

In triunghiul isoscel 4BC, ducem iniltimea AD, si se
formeaza doua triunghiuri dreptunghice egale, in care cu-
noastem ipotenuzele si cate o cateta, deci:

AD* =AC’ - DC’

AD* =827 — 18%= (82 + 18)(82 — 18) = 100 — 64

AD = +/100-64 =80 cm.

Formulam o alta problemd, a carei intrebare trebuie sa aibd in vedere raspunsul
cautat la prima chestiune.
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Metodele particulare sunt acelea care se pot folosi in rezolvarea unui numar restrans
de probleme. De multe ori, metodele particulare conduc mai usor la solutia problemei
decat analiza §i sinteza, care 1n unele cazuri sunt foarte greu de aplicat. Dintre meto-
dele particulare, amintim:

1. Metoda reducerii la absurd;

. Metoda inductiei complete;

. Probleme de constructii geometrice;

. Probleme de locuri geometrice;

. Metode de rezolvare a problemelor de coliniaritate;
. Metoda de rezolvare a problemelor de concurenta;
. Metoda geometriei analitice;

. Metoda calculului vectorial;

. Metoda planului complex.

O 01N L B Wi

1. Metoda reducerii la absurd

Metoda reducerii la absurd este folosita si In geometrie pentru demonstrarea unor
teoreme sau a unor probleme care au caracter teoretic. In matematica, pentru a stabili
valoarea de adevar a unei propozitii matematice, folosim doua feluri de demonstratii:
demonstratia directa si demonstratia indirectd. Numim demonstratie directd un sir de
implicatii (silogisme) care se sprijind direct pe adevaruri stabilite in prealabil si care
conduc Tn mod direct la concluzia dorita sau la solutia problemei. Dar acest lucru nu
este Intotdeauna posibil, astfel cé in unele cazuri este mai usor sa demonstram reciproca
contrarei propoziiei inifiale. In aceste cazuri avem de-a face cu o demonstratie indi-
rectd, metoda numindu-se metoda reducerii la absurd.

La baza acestei metode std /legea terfului exclus, una din legile fundamentale ale
logicii clasice, care se enunta astfel: Din doud propozitii contradictorii, una este ade-
varatd, cealaltd falsd, iar a treia posibilitate nu poate exista.

Cand la doud propozitii contradictorii aplicam legea tertului exclus, este suficient
sa stabilim cd una din ele este falsa pentru a deduce ca cealalta este adevarata. Asadar,

din regula implicatiei inverse stim cd are loc echivalenta: (p = q) < (5 = E). Uneori
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demonstratia teoremei directe (p = ¢) este mai dificila decat demonstratia teoremei
(9 = p), numita teorema reciprocd a contrarei (sau contrara reciprocei). Metoda

reducerii la absurd constd in demonstrarea acestei de-a doua teoreme.
Practic, aceastd metoda se aplica astfel: se presupune ca ceea ce trebuie sa demon-
stram nu este adevarat, cu alte cuvinte, se neaga concluzia teoremei date. Apoi se

efectueazd, pornind de la ipoteza teoremei §i ipoteza contrard reciprocei, p A ¢, un sir

de rationamente corecte si in urma acestor rationamente se fac o serie de deductii lo-
gice, care scot in evidenta faptul ca presupunerea facuta duce la o absurditate. Aceasta
duce la concluzia ca presupunerea facuta nu este posibilad si raiméane ca adevarata con-
cluzia teoremei date.

La geometrie, metoda reducerii la absurd se aplica, cu succes, pentru-a demonstra
propozitii matematice (teoreme) incepand chiar din clasa a VI-a, cand elevii intalnesc
notiunea de teorema. Pe parcursul anilor de gimnaziu si liceu se intalnesc multe situatii
de aplicare a acestei teoreme, atat la geometrie, cat si in aritmeticd, algebra, trigono-
metrie si analiza matematicd. Metoda reducerii la absurd se intrebuinteazid de mai
multe ori in demonstrarea teoremelor reciproce.

Urmeaza exemple de probleme in care se aratd cum se aplicd metoda reducerii la
absurd.

PROBLEMA 1
Daca pe laturile AB, BC, CD, DA ale unui patrulater stramb 4BCD se iau punctele

M, N, P, O, in asa fel incat sa existe relatia: ££P=CQ=D =+1, atunci punctele
MB NC PD QA

M, N, P, QO sunt coplanare. (Teorema reciprocd a lui Menelaus din spatiu)

SOLUTIE
Prin ipoteza se cunoaste ca patrulaterul ABCD este stramb. Punctele M, N, P, O
(fig. 19), luate pe laturile BC, CD, respectiv DA, satisfac egalitatea:

, MA NB'PC QD _

MB.-NC PD QA

In demonstratie vom folosi segmente orientate.
Propozitia din concluzia teoremei afirma ca, in
acest caz, punctele M, N, P, O sunt in acelasi plan.
Pentru a demonstra aceastd teorema, aplicam ra-
tionamentul prin reducere la absurd.

a) Presupunem ca concluzia teoremei date nu A4
este adevarata, adica cele patru puncte M, N, P, QO fig. 19
nu sunt in acelasi plan.

Cu alte cuvinte, am negat concluzia teoremei. Sa vedem ce rezultat se poate deduce
din presupunerea facutd. Procedam astfel: punctele M, N, P determind un plan. Cum
noi am presupus ca Q nu este continut si el in acest plan, rezulta ca planul determinat
de punctele M, N, P intersecteaza latura DA in alt punct, de exemplu, R. Aplicand

C
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