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TESTE INITIALE

TestuL I.1

1

L1.1. Se considerd sirul (a,) _, cu q =3 @ =% si (n+1)a,, =(n-1)a,, Vn22.

Aradtatica VneN', a +a,+...+a,  +a,<2.
Lucian Dragomir, G.M:6-7-8/2012

I.1.2. Fie A=a,a,a,, B=bb,b,, C =c,c,c, numere de trei cifre cu a,, a,, a, nenule.
Aritati ca daca ecuatia Ax” +Bx+C =0 are radicinile reale, atunci cel putin una
dintre ecuatiile a,x* +bx +¢;=0, ie{1,2,3} are solufii reale.

Nicolae Musuroia,
Concursul ,,Nicolae Paun”, 2007
I.1.3. Fie ABCD un patrulater convex in care m(«xDAC)=10°, m(xDCA)=20°,

m(xBAC)=30° si m(xBCA)=50°. Aratati ca diagonalele sale sunt perpendiculare.
Orest Bucicovski, G.M. 2/2009

PC b-c

I.1.4. Fie a4BC fincare b+c=2a, b>c sifie punctul Pe (BC) cu 2 ca
a

a) Aratati ca /G || BC.
b) Aratati ca segmentele (BI),(CP) si (BG) pot fi lungimile laturilor unui tri-
unghi. (Notatiile sunt cele cunoscute.)

TesTuL 1.2

I.2.1. Se considerd functiile f, g : R — R, f(x)z\/(x—l)2+(x2—5)2 si

g(x)= \/ (x+2)* +(x* +1)>. Determinati minimul functiei f+ g si maximul functiei

g/
Vasile Pop

1.2.2. Se considerd numdrul natural a si expresia E(a):{\/g}+{\/;}2 +{\/;}3,

unde {x} reprezinta partea fractionara a numarului real x. Demonstrati ca E(a) este

un numar rational daca si numai daca numdrul a este patrat perfect.
Florin Bojor
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2 _E+R_gb_ﬂ+ﬁ_g _a+@

B A a4 ———— ———c¢
LR.1.4. 2) Gi = aGA+bGB +cGC __3 2 3 2 3 ) _
a+b+c a+b+c
_(—a+b)AB+(—b+c)BC+(—a+c)AC_(—2a+b+c)AB+(—a—b+2c)BC@
- 3(a+b+c) - 3(a+b+c)
o GI=—9=0+2¢ 56 _ =P 56 Requla 16| BC si SL=b=¢.

3(a+b+c) 6a BC  6a
b) PC+GB+ Bl = PC+ Gl =2~ B¢+ =2 B¢ =4,
6a 6a
TesTuL 1.2

I.R.2.1. Utilizand inegalitatea lui Minkovski avem f(x)+ g(x)= \/ (x=1)+(x*=5)" +
(2P O+ =\ (=2 +E— +) (02 +(F +1IF 23/ (A=x+x+2F +(5—2 +22 +1) =
=3./5. Egalitatea are loc dacd (1—x)(x>+1)=(5—-x2)(x+2) = xe {-1, 3} i

(I1—-x)-(x+2)+(5—x*)(x* +1) =0, care este verificati doar de x =—1. Asadar mini-

mul functiei f+g este f(-)+g(-1)= 34/5. Folosind aceeasi inegalitate vom deter-

mina a, fe R, astfel incat sa avem: g(x)=f(x)< m ,VxeR. Prin urmare,

avem \/(x—1)2 +(x2 —5)2 +\/0L2—-|-[322\/(x+2)2 +(x2 +1)2, care este adevdrati, din

inegalitatea lui Minkovski, dacd x—1+a=x+2 si x’—5+B=x"+1, de unde obtinem
3(x=1)+6(x’=5)20

a=3, p=6. Egalitatea are loc < < x=3. Prin urmare,
6(x—1)=3(x*-5)

maximul este 3/5 , care este atins in x =3.

L.R.2.2. Daca a este patrat perfect rezulta ca £ (a) =0€e Q. Presupunem ca exista un

numdr intreg a care nu e patrat perfect, dar E(a)e Q. Insd: E (a)Z\/g —[\/; ]+
(BB + (5[] = 5[] ]8T o
_ 3[\/;]a+3[\/5]2\/;—[«/5]3. Deoarece Va¢ Q avem ci E(a)e Q@I—Z[\/;]+

+ a+3[\/3]2 = 0. Notam [Va |=1=>re N 5i 3 =2 +1+a=0.

3

Dar A=-12a—-8<0, de unde rezultd cd presupunerea facuta este falsa, deci a este
patrat perfect.
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CAPITOLUL 1. ECUATII EXPONENTIALE
SI LOGARITMICE NONSTANDARD

Notiunile ,,problema standard” si ,,problema nonstandard” sunt relative. Orice pro-
blemd a carei rezolvare nu este cunoscutd, poate reprezenta, la un moment dat, o
problema nonstandard.

Vom numi problema nonstandard o problema a carei rezolvare nu se bazeaza pe
un algoritm cunoscut. Prin urmare, nu existd metode generale de rezolvare a acestor
probleme. Vom indica cateva directii de abordare. Tehnicile utilizate apeleaza la: stu-
diul monotoniei, studiul convexitatii unor functii, inegalitati clasice ete.

UTILIZAREA MONOTONIEI UNOR FUNCTII

1.1. Propozitie. Daca functia f este strict monotona pe intervalul / din R, iar c este
o constanta reald, atunci ecuatia f{x) = ¢ are pe intervalul /. cel mult o solutie.

Demonstratie: Fie f o functie strict crescatoare. Presupunem ca ecuatia f{x) = ¢ are pe
intervalul 7 cel putin doua solutii diferite x,,x,. Fie x, <x,. Deoarece pe intervalul /
feste strict crescatoare rezultd f(x,)<f(x,). Contradictiecu f(x,)=f(x,)=c.

Analog, daca f este functie strict descrescatoare.

1.2. Propozitie. Daca functiile f'si g sunt monotone pe intervalul 7, de monotonii
diferite, cel putin una dintre ele fiind strict monotona, atunci ecuatia f(x)=g(x) are
cel mult o solutie pe intervalul /.

Demonstratie: Fie f strict crescatoare, iar g descrescidtoare pe intervalul /. Presu-
punem ca existd cel putin doua solutii diferite x,,x,, din intervalul 7, ale ecuatiei
f(x)=g(x). Fie x, <x,. Din fstrict crescatoare rezultd f(x,)< f(x,).

Dar: f(x)=g(x)2g(x,)=f(x,), deci contradictie.

Amintim, fara demonstratie, alte cateva rezultate cunoscute din teoria functiilor.

1.3. Propozitie. Fie f, g:AcR—>R.

a) Daca fsi g sunt functii strict crescatoare (descrescatoare) pe A, atunci f+g
este o functie strict crescatoare (descrescatoare) pe A.

b) Daca f, g:4— (0, ) sunt functii strict crescdtoare (descrescitoare) pe 4,

atunci f - g este o functie strict crescatoare (descrescatoare) pe A.

1.4. Propozitie. Fie f:4— B, g:B—>C.
a) Daca f'si g sunt functii strict crescatoare, atunci go f este o functie strict cres-

catoare.
b) Daca f'si g sunt functii strict descrescatoare, atunci go f este o functie strict

crescatoare.
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