GRUPURI

1. Lege de compozitie interna, tabla operatiei

1.1. Notiuni recapitulative

Au fost studiate multimile de numere: N = {0, 1, 2, ..., n, ...} — multimea numerelor
naturale; Z = {..., -n, ..., -2,-1,0, 1, 2, ..., n, ...} — multimea numerelor intregi;

Q- {2
reale;

C={x+1iy | x, y € R} — multimea numerelor complexe.

Multimile de numere studiate au proprietatea: Nc Zc QR c C.

Ne reamintim produsul cartezian a doud multimi. Fie A si B doud multimi. Produsul
cartezian al celor doua multimi este: A x B = {(x, y) | xeA,yeB).

a,beZ,b= 0} — multimea numerelor rationale; R — multimea numerelor

EXEMPLE

1. DacaA = {-2,3}siB = {1, 2, 5}, avem:
AxB={(y) | xeAyeBl={(-21), (-2, 2), (-2,5), (3, 1), (3,2), (3,5)}.

2. DacaA = {a,b},B = {a, B,7}.
AxB={(a,a), (a, ), (a,y), (b, ), (b, B), (b,y)}.

Aceste multimi au fost dotate cu diferite operatii. De exemplu, pe multimea numerelor
naturale au fost definite operatiile de adunare si inmultire:
V x,y € Navem x+yeNsixyeN
pentru care am acceptat anumite proprietéati:
Al.x+y)+z=x+ G +2),Vx,y,zeN;
A2.0+x=x+0=x,VxeN;
A3.x+y=y+x,Vx,yeN;
I1. )z =x(y2z), Vx,y,z € N;
2.1-x=x-1=x,VxeN;
B.xy=yx,Vx,yeN.
D.x(y+2) =xy+xz,Vx,y,zeN.

Odaté cu studiul altor multimi, au fost acceptate alte proprietéti. Astfel, in multimea Z
a numerelor intregi, operatiile de adunare si inmultire satisfac in plus fatd de A1, A2, A3,
I1, 12, I3, D si proprietatea:
x+(=)=(=)+x=0,VxelZ
Un studiu atent ne permite sa stabilim unele caracteristici comune ale operatiilor
cunoscute si sa facem anumite generalizari.
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Astfel, pe multimea numerelor naturale N = {0, 1, 2, ..., n, ...}, operatia de adunare ne
permite sa definim aplicatia:
¢:NxN->N, (x,)) = olx, y),
prin care facem sa corespunda la orice pereche ordonaté (x, y) de numere naturale un
numdr natural, unic determinat, ¢(x, y) = x + y numit suma lui x cu y.
In mod analog, inmultirea numerelor naturale ne permite sa definim aplicatia:
Y:NxN->N, 0,y) >¥Y0,y),
prin care la orice pereche ordonatid (x, y) de numere naturale, asociem un numar
natural unic determinat W(x, y) = xy, numit produsul lui x cuy.

EXEMPLU

05,2)=5+2=7,0(3,8) =3 +8=11,
respectiv

Y(5,2) =5x2=10,¥(3,8) =3x8 =24.

Vom remarca faptul cd observatii similare pot fi facute in studiul altor multimi.

Fie multimea M,(R) a matricelor patratice de ordin 2 cu coeficienti din R.

Pentru operatia de adunare am asociat fiecarei perechi ordonate (A, B) de matrice din
M,(R) matricea A + B € M,(R) prin aplicatia: ¢ : M,(R) x M,y(R) = M,y(R),
(A, B) > ¢(A, B) = A + B, numita operatia de adunare a matricelor.

EXEMPLU

Fie A, B € My(R); A = (‘C‘ Z); - (’ZC Jt')

wematn =asa= (2 0]+ (2 7)-(£23 ).
respectiv W(A, B) = AB = (Ccl Z)()ZC {j:(?xxisj g:gj

Considerand multimea numerelor complexe C = {x + iy | x, ¥y € R} putem defini aplicatiile:
@:CxC—C, (2, 29) > 029, 29) = 21 + 2o,
prin care, fiecarei perechi ordonate (z;, 2,) de numere complexe, z;, 2, € C, i se asociaza
numarul complex z; + z,, aplicatia este numitd operatia de adunare a numerelor
complexe.
De asemenea, am asociat fiecarei perechi ordonate (z;, 2,) de numere complexe,
21, 2 € C, numarul complex 2,2, € C prin aplicatia:
Y:CxC—>C, (2,29 > VY(2q, 29) = 2129,
numitd operatia de inmultire a numerelor complexe.

EXEMPLU
Fie 21, 2, € C, unde z; = x; + 1y, X1, ¥; € R, 5125 = X3 + 15, Xy, Yo € R. Avem:
021, 25) =27 + 2= 0 +iy) + O +1yy) = 0 +x5) +i(y; +¥9),
respectiv
W (21, 29) = 2129 = (X7 + 1y1) Oy + 1y9) = (X —Y1Yo) + 100y + X9)).
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Exemplele pot continua, considerand si alte multimi.

Observatiile asupra acestor aplicatii ne permit sa surprindem intr-o schema generala
situatii aseméandtoare celor prezentate mai sus. Pentru aceasta vom considera o multime
nevida M si o aplicatie

Q:MxM—>M, (x,y) > olx,y),

in care este ignoratd natura elementelor multimii M, cum si regula efectiva prin care

oricarui cuplu (x, y) de elemente din M i se asociaza un element unic ¢(x, y) € M.
Obtinem astfel notiunea de lege de compozitie pe multimea M.

1.2. Definitie. Exemple

Fie M o multime nevida. O aplicatie ¢ definita pe produsul cartezian M x M cu
valori in M,
o:MxM->M, (x,y) > olx,y),
se numeste lege de compozitie pe M.

Elementul unic determinat ¢(x, y) € M care corespunde cuplului (x, y) € M x M prin
aplicatia ¢ se numeste compusul lui x cu y prin legea de compozitie ¢.

O lege de compozitie pe o multime M se mai numeste operatie binara pe M sau
operatie algebrici pe M. in cele ce urmeazi vom prefera si folosim pentru aplicatia ¢
denumirea de lege de compozitie.

EXEMPLE

Prezentam cateva exemple de legi de compozitie cunoscute:
1. Adunareape Z: ¢ : ZxZ — Z, (x,¥) > o, y) =x +y.
2. IAnmul;irea peZ:Y :Z X7 —>7Z,(x,y) >Y0,y) =xy.
3. AdunareapeR: ¢ :RxR >R, (x,y) - o(x,y) =x + .
4. IAnmul,tirea peR:VY:RxR—-R, (,y) >VY0,y) =x-Y.

1.2.1. Notatii pentru o lege de compozitie

Notatia aditiva: ¢ : M x M — M, ¢(x,y) = x +y. Elementul x + y se numeste suma lui
X cuy, iar legea de compozitie ¢ se numeste adunare.
Notatia multiplicativa: ¢ : M x M — M, ¢(x,y) = xy. Elementul xy se numeste produsul
lui x cuy, iar legea de compozitie ¢ se numeste inmultire.
Vom remarca faptul cd pentru o lege de compozitie vor fi utilizate diferite notatii
pentru compusul ¢(x, y) a lui x cuy, cum ar fi:
X*Y, X LYy, XxTy,xoy,x \Y,XVY,X®Y, X Y, XQY,X Ay, X VY etc.

EXEMPLE

1. Folosind notatia aditiva pentru M € {N, Z, Q, R, C, M, (C) }, avem legile de compozitie:
Q@:MxM—M,op(a,b) =a+b.

6


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Capitolul 1. Grupuri

2. In notatie multiplicativa, avem legile de compozitie:
¢Q:MxM— M, ¢(a, b) = ab.

3. Reuniunea pe P(E) multimea partilor multimii E:
¢ : P(E) x P(E) - P(E), (X, Y) =X UY.

4. Intersectia pe P(E), multimea partilor multimii E:
¢ : P(E) x P(E) - P(E), 9(X,Y) =XNY.

5. Compunerea functiilor pe F(E), multimea functiilor definite pe E cu valori in E:
¢ : F(E) x F(E) > PE), ¢(f,g) =fog.

Considerand multimea Z a numerelor intregi sin € N*, un numar natural, este cunoscuta
definitia impartirii cu rest (a impartirii euclidiene). Pentru orice a € Z existé q, r € Z, unic
determinate, astfel incita =nq +r,0<r <n.

Numarul r din aceasta relatie este cunoscut sub numele de restul impartirii lui a prin n.
Acest numar va fi notat

r=amodn
si se citeste ,a modulo n“. Acest numar se mai numeste inca: redusul modulo n al
numarului intreg a.

EXEMPLE

Dacan = 6, avem:

15 mod 6 = 3; 18 mod 6 = 0; -9 mod 6 = 3;
-13mod 6 = 5; 25mod 6 = 1; -11mod 6 = 1.

Acum putem defini legea de compozitie.
6. Adunarea modulo n. Dacd a, b € Z, definim suma modulo n a luia cu b,
notata a @ b astfel: e
¢0:ZxZ—>7Z,(a,b) >e¢la,b)=a@®bprina®b = (a+ b) modn,
numitd adunarea modulo n.

EXEMPLE

Dacan = 5, avem:
38=B+8 mod5=11mod5=1;
(-9)®7=(-4+7)mod5=3mod5 = 3;
9@ (-12) = (9 + (-12)) mod 5 = (-3) mod 5 = 2;
1094 =(10+4) mod5=14mod 5 = 4.

7. inmulgirea modulo n. Daca a, b € Z, definim produsul modulo n al lui a cu b,
notat cu a ® b astfel: e
©:ZxZ—>7Z,(ab) >epla,b) =a®b,prina®b = (ab) mod n,
numitd inmultirea modulo n.
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EXEMPLE

Dacan = 5, avem:
3 7=@B-7)mod5=21mod5=1;
4®12=(4-12) mod5 =48 mod 5 = 3;
(-3)®8=((-3)-8 mod5=(-24) mod5=1
(-4) ® (-13) = ((-4) - (-13)) mod 5 = 52 mod 5 = 2.

Efectuati in clasa

Daca n = 6, calculati:

1.a)3®13;b)4®19;¢c) 11 17;d) (-3) & 12.
2.a)51®11;b) 7® 14;¢) 8 ® (-5); d) (-9) ® (-12).

1.2.2. Parte stabila. Lege de compozitie indusa

Definitie
Fie M o multime pe care este datd o lege de compozitie o:
O:MxM-—>M, (,y) > ol y).
O submultime H a lui M cu proprietatea:
Vx,yeH=ol,y) eH
se numeste parte stabila a lui M in raport cu legea de compozitie ¢.

Daca H este o parte stabild a lui M in raport cu legea de compozitie M, putem defini pe

def.
H legea de compozitie: ¢’ : H x H— H, punand ¢'(x,y) = ¢(,y) €e H,VXx,y € H,sise

spune ca ¢’ este legea de compozitie indusa pe H de catre ¢.

EXEMPLE

Vom nota 27Z = {2k | k e Z} a numerelor intregi pare si2Z + 1 = {2k +1 | k e Z}
multimea numerelor Intregi impare. Avem 2Z c Z si 2Z + 1 c Z.

1. Multimea 2Z este o parte stabild a lui Z in raport cu operatia de adunare a nume-
relor intregi.
Avem M = Z, H = 2Z si legea de compozitie:
+:ZxXZ—>Z, 06y >x+Yy.
Dacax,y € 2Z,x = 2k,,y = 2k,, ky, k, € Z, atuncix + y = 2k; + 2k, = 2(k; + k,) € Z, deci
+:2Z x 27 — 27
(ceea ce exprima faptul cd suma a doud numere intregi pare este un numar par), deci
H = 27 este parte stabild a lui Z in raport cu operatia de adunare a numerelor intregi.

2. Multimea 27 este parte stabild a lui Z in raport cu operatia de iInmultire a numerelor
intregi.
Fie x,y €2Z, x = 2k, y = 2k,, k;, ky € Z. Atunci xy = 2k, - 2k, = 4k k, € 2Z.
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3. Multimea 2Z + 1 nu este parte stabild a lui Z in raport cu operatia de adunare a
numerelor intregi.

Fiex,y € 2Z + 1,x =2k, + 1siy = 2k, + 1, ky, ky € Z.

Rezultax +y =2k; + 1 + 2k, + 1 =2(k; + k, + 1) ¢ 2Z + 1.

4. Multimea 2Z + 1 este parte stabild a lui Z in raport cu operatia de inmultire.
Pentrux,y € 2Z + 1,x = 2k; + 1 siy= 2k, + 1, ky, k, € Z, avem:
xy = (2k; + D2k, + 1) = 2(2kiky + ky + k) + 1,
deci xy € 2Z + 1, ceea ce demonstreaza ca H = 2Z + 1 este parte stabila a lui Z 1n raport
cu operatia de inmultire a numerelor Intregi.

5. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie:
*:RxR->R, 0,y) >x*Yy,

def.
undexxy = xy-—2x-2y + 6.

Considerand submultimea H a lui R, H = (2, ), sd ardtam ca submultimea (2, +o0)
este parte stabild a lui R 1n raport cu legea de compozitie ,,*“.

Oricare arfix,y e R, rezulticax*y e R,undexxy =xy-2x-2y + 6 e R.

Pentru H = (2, +), deducem cd V x,y € H, rezultd x * y € H. Fiex,y € (2, +), deci
x>2,y>2saux-2>0,y-2 > 0. Legea de compozitie ,»“ se poate scrie sub forma:

x*xy=((x-2)(y-2) + 2,de unde deducem (x—-2)(y-2) + 2> 2,decix xy € H, ceea
|
>0
ce demonstreaza ca H = (2, +0) este parte stabild a lui R in raport cu legea de compozitie.

1.2.3. Lege de compozitie interna

Legile de compozitie definite pana acum sunt aplicatii de forma:
O:MxM—>M, (x,y) > ol,y) €M,
unde M este o multime nevida. Aceste aplicatii se mai numesc legi de compozitie interne.
Vom sublinia proprietatea unei legi de compozitie interna ¢ care este definitad pe M x M
cu valori in M astfel incat compusul a doud elemente x, y € M este de asemenea un
element din M, deci ¢(x,y) € M.

EXEMPLE
1. Fie M = (-1, ) pe care definim aplicatia ¢ : M x M —> M, (x,y) > 00, y) = x *Y,

def.
undexxy = xy +x+y.

Sa dovedim cé legea ,,»“ este o lege de compozitie interna.
Sa dovedim ca oricare ar fi x, y € M, atunci x * y € M. Putem scrie
X*¥y=xy+x+y=xy+x+y+1-1=x+1y+1)-1.
Din conditiax,y € (-1, ), deducemx > -1,y >-1,decix+ 1> 0,y + 1 > 0, de unde
rezultd (x + 1)(y + 1) > 0, prin urmare (x + 1)(y + 1) -1 > -1, decix ¥y > -1, de unde
rezulti x x y € (-1, ).

9


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea 1. Elemente de algebrd

2. Fie M = (-1, 1) pe care este definita aplicatia ¢ : M x M — M, (¢, y) > ¢(x,y) = x*Y,

def.
undexxy = % . Vom aréta ca aplicatia ,,*“ este o lege de compozitie, cu alte cuvinte
o . . xX+y
vom ardtaca vV x,y € (-1, 1) si compusul x * y € (-1, 1), deci -1 < T <1
Aceastd conditie este echivalentd cu sistemul de inecuatii:
—1<1x++y, 1x++y+1>o Ww o))
X , echivalent cu sistemul X sau X .
X+Yy X+y (x-Dy-1
<1 - >0 —— >0 (2
1+ xy 1+ xy 1+ xy

Din conditiax € (-1, 1) rezultd -1 < x < 1si obtinem -1 < x, decix + 1 > 0, respectiv
x<1l,x-1<0.

Analog pentruy € (-1, 1) rezultdy + 1 > 0siy—1 < Odeci (x+ 1)(y + 1) > 0 (1) si
x-Dy-1)>0@am.

Dinx,y € (-1, 1), deducem |x| < 1i |y| <1, de unde rezulta|x| |y| < 1sau |xy| <1,
deci-1 <xy < 1,adica-1 <xy,1+xy > 0 (1) si obtinem din (1") si (1""") respectiv (1)
si(1"):

c+Dy+D 0si -D& -1 0
1+xy 1+ xy
ceea ce demonstreaza cd aplicatia ,,x“ este o lege de compozitie internd pe M = (-1, 1).

5

Exercitii rezolvate

1. Fie M = [3, +o) si aplicatiap: M xM > M, (x,y) > 00, y) = x *Y,

def.
undexxy = x?+y*—-9.Sademonstram ci ,*“ este o lege de compozitie interna.

Solutie
Pentru orice x, y € [3, +), rezultd x > 3,y > 3, deci ¥ >9, y2 >9, de unde deducem

24 y2 > 18 sau > + yz -9>32 deci m > 3, ceea ce demonstreza ca
xxy={x>+y* =9 23,xxy e [3, +).

2. Fie M,(Q) si legea de compozitie: ¢ : M4,(Q) x M,(Q) - M,(Q), (A, B) —> AB.

2x 3y

DaciH = {A e M,(Q) | A= (y o

) . 457 - 3y2 =1,x,y € Q}, sd se demonstreze

ca H este parte stabila a lui M,(Q) 1n raport cu inmultirea matricelor.
Solutie

. . 2x; 3y 2 2 . 2x, 3y
FieA,, A, € H,deci A =( 1 1), 4x5 -3y7 =1,x,,y, € Q, siA =( 2 2,
1542 1 y, 2% 1 —9N Y1 €Q, 514, Y, 2x,

4x2 -3y2 =1, x5, Y, € Q. Rezulta:
10
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AA. = (2351 3)’1)(2352 3)’2) _ (4x1x2+3y1y2 6x1y2+6x2y1) —
12 Y1 26 )\ Y2 2% 2xY1+2X1Y5  3Y1Y2 +4X1X

3
2(2x1x2+§y1y2) 3(2x1y5 +2x3)7) _(Zx 3y

y 2x) ,unde x,y € Q.

3 =
(2x1y5 +2x5¥1) 2(2x1x2 + E)’ﬂ’z)
3 2 2
Calculand 4x* - 3y* = 4(2x1x2 5N yz) = 3(2xy5 + 2x5y)° =

: 4(4x12X§ +6X,X,)1 5 + %yfyi) —3(4xty3 +8x,x0)1 7, +4x3y7 ) =
= 16x7x5 +9ylys —12x}y3 —12x2y? = 4x (4x§ - 3y§) - 3y} (4x§ - 3y§) =

= (4x12 —3y12)(4x§ —3y§) =1-1=1,

rezultd ca H este parte stabild pentru M, (Q) 1n raport cu operatia de inmultire a matricelor.

1.3. Tabla unei legi de compozitie (tabla lui Cayley)

Fie M o multime finitd M = {a,, a,, ..., a,,}. Legea de compozitie ¢ : M x M — M, poate
fi datd prin tabla operatiei ¢, care constd dintr-un tabel cu n linii si n coloane,
corespunzitoare celor n elemente ale lui M. in tabla legii de compozitie ¢ contine la
intersectia liniei lui a; cu coloana lui a; elementul ¢(a;, a):

¢ |a; ay...q; ... a,
a

a,

Appoo (P(a{, a;)
an

EXEMPLE

1. FieH = {1, ¢, 82}, £+e+1=0,¢ =1,adici multimea radécinilor de ordinul trei
a unitatii. Avem H c C. Intocmind tabla inmultirii, legea de compozitie indusad pe H de
inmultirea numerelor complexe obtinem:

Rezultd cd H este parte stabild a lui C In raport cu operatia de inmultire.
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2. FieH = {1,-1,1,-i} c C. Operatia indusa de inmultirea numerelor complexe pe H
1 -1 i -i

111 -1 i -
1| -1 1 - i
ili -1 -1 1
-1 |1 1 1 -1
ne aratd cd submultimea H a lui C este parte stabild a lui C in raport cu operatia de
inmultire a numerelor complexe.

Efectuati in clasa

1.FieM=[3, +0)sio: MxM—->M, (xy) > ¢x,y) =x*Yy,undex *y = xy—3x— 3y + 12.
Sd se arate ca ,,x“ este o lege de compozitie interna.

def.
2 . Fie legea de compozitie ¢ : Z x Z — Z, (x,y) = ¢(x,y), unde ¢(,y) =x* y = min (x,y)
siH = {-5,-1, 0, 1}. Sa se intocmeasca tabla operatiei induse pe H de legea ,,x“ si sa
se arate ca H este parte stabild a lui Z in raport cu legea ,x“.

Temad

1 . Fie multimea numerelor complexe C = {z | z=x+ iy, X,y € R} si operatia de inmultire:
@:CxC—oC, (2, 29) > 021, 25) = 2125. Dacd H = Z[i] = {z | z=x+ iy,x,y € Z}.
Sd se arate ca H este parte stabild a lui C in raport cu operatia de inmultire.

2. Fie M = (1, +x) c Rsi legea de compozitie ¢ : R > R, (x,y) > x *Y,

def.
undex xy = xy +x + y + 2. Sa se demonstreze cd H = M este parte stabila

pentru multimea Z in raport cu legea ,,%“.
. D def. x —y
3. FieM = (-1, 1) siaplicatiap : M x M — M, (x,y) > 0(x,y), unde (0, y) =x*y = T

Sa se demonstreze ca aplicatia ,,x“ este o lege de compozitie interna.

def.
4 . Fie aplicatia: 9 : Zx Z > Z, (x,y) > 006, y), o(x,y) =x*y = max (x,y).
Sa se arate ca H = {0, 1, 2, 3} c Z este parte stabila in raport cu legea ,,x“.
5. Fie M;(R) sioperatia: M5(R) x M3(R) - M4(R), (A, B) > AB. Consideram submultimea

x 0 x
H= {Ax) | Ax) = |0 0 0], x e R}, sa se arate ca H este parte stabila pentru
x 0 x

M;(R) in raport cu operatia de inmultire a matricelor.
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6 . In multimea numerelor naturale nenule considerdm legea de compozitie: ¢ : N* x N* — N*¥,
def.
(a, b) — o¢(a, b), unde ¢(x, y) = x * y = c.m.m.d.c.(a, b). Dacd vom considera

submultimea lui N*, H = {x € N* | x divide 15}, sa se arate ca H este parte stabila a lui

N* 1n raport cu legea ,,x“.

def.
7 . Fielegea o : R xR > R, (x,y) = ¢(x,y), unde ¢(x,y) =x*xy = xy—-2(x +y) + 6.
Sa se demonstreze cd H = (1, 3) este parte stabild a lui R in raport cu legea ,,x“.

0 1 O
8. Fie ¢ : M5(R) x M5(R) — M5(R), (A, B) - AB. Considerand matriccaA=| 0 0 -1
-1 0 O

si multimea H = {A" | neN*} M;(R) sa se arate cd H este parte stabild a multimii
matricelor M;(R) In raport cu operatia de inmultire a matricelor si sa se intocmeasca
tabela operatiei pentru H.

coso.  sina

9. Fie matricea A, = .
—-sino.  cosa

j, o € R. Sa se demonstreze ca submultimea

H={A, | a e R} M, (R) este parte stabila a lui M,(R) in raport cu operatia de
inmultire a matricelor.

10. Fie H = {a e N | a divide 12}. Aratati cd H este o parte stabila a lui N in raport cu

def.
legile de compozitie: a L b dif' c.m.m.d.c.(a, b),aTh = cm.m.m.c.(a, b),a, b € N.
Alcatuiti tablele legilor induse.

1.4. Proprietati ale operatiilor algebrice

in definitia unei operatii algebrice (a unei legi de compozitie):
O:MxM—M, (x,y) > ox,y)
a fost impusa o singura restrictie si anume: prin legea ¢, oricaror doud elemente x,y € M
cu alte cuvinte oricarei perechi ordonate (x, y) € M x M 1i corespunde un singur
element ¢(x, y) din M si numai unul.

Natura elementelor multimii M si modul cum actioneaza legea de compozitie nu au
importanta in definitia legii de compozitie.

Studiul legilor de compozitie, care se bazeaza numai pe definitie, nu conduce la
obtinerea unor rezultate deosebite. Din analiza legilor de compozitie se deduc proprietati
comune care se regadsesc in exemplele concrete studiate.

in cele ce urmeaza, vom studia in cazul general proprietiti ale unei legi de compoxzitie,
cum ar fi, de exemplu, cele care au fost intalnite la operatiile definite pe multimea numerelor
complexe, adunarea sau inmultirea:

a) asociativitate;

b) element neutru;

¢) elemente simetrizabile;

d) comutativitate.
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1.4.1. Asociativitatea

O lege de compozitie
s MxM—>M, (,y) >x*Y,
se numeste asociativa daca:
(xxy)*xz=x%x(y*2),Vx,y,zeM.

Vom preciza cd multimea M este o multime nevidd, care este dotatd cu legea de
compozitie ,,*“.
Utilizarea parantezelor in definitia asociativitatii pentru prima parte a egalitatii in expresia:
(xxy) %z
impune procedura de calcul: se determina compusul lui x cu y si apoi compusul elementului
(x * ¥) cu z In aceasta ordine. Pentru expresia:
x* (y *2)
procedura de calcul este: se determina compusul lui y cu 2z si apoi compusul elementului
x cu elementul (y * ), In aceasta ordine.
Vom preciza cd in cazul in care legea de compozitie este datd in notatie aditiva:
MxM->M, (xy) >x+y,
proprietatea de asociativitate se scrie astfel:
x+y)+z=x++2,Vx,y,zeM.
Daca legea de compozitie este data in notatie multiplicativa:
MxM— M, (x,y) > xy,
proprietatea de asociativitate se scrie astfel:
)z =xW2),Vx,y,zeM.

EXEMPLE

1. Fie M una dintre multimile de numere N, Z, Q, R, C.
Operatia de adunare:

+: MxM—>M, (x,y) >x+Yy,

este asociativa: (x+y) +z=x+ (y +2),VXx,y, 2 M.
De asemenea, operatia de inmultire:

c:MxM—M, (x,y) > Xy = Xy, este asociativa:
)z =xW2),Vx,y,zeM.

2. Fie m&]rgimea M = (2, +»). Se defineste aplicatia: x : M x M — M, (x,y) > x *Y,
undexxy = xy—2x-2y + 6.

Sd dovedim ca este o lege de compozitie internd asociativa.

Putem scrie x * y = (x—-2)(y-2) + 2. Din conditiax, y € M, rezultd x > 2siy > 2, deci
x-2>0,y-2>0,deci (x-2)(y-2) > 0, de unde deducem (x-2)(y—2) + 2 > 2, deci
x*y eM.

Pentru a stabili daca ,,x“ este asociativa (x x y) * 2 = x* (y % 2), VX, ¥, 2 € M, vom calcula:

cx)) x2=[(x-2D(@F-2) +2]%z=[(x-2D(-2) +2-2]z-2) + 2 =

=x-2)o-2)(z-2) +2

14
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six* (y*2) =xx[(y-2)(z-2) +2]=
=x-2)[-2E-2)+2-2]+2=x-2)y-2)(=-2) + 2.
Astfel am dovedit cé legea de compozitie ,,x“ este asociativa.

def.
3. FieM = (-1, 1) si aplicatia: MxM —> M, (x,y) >x*y,undexxy = f++x)),/ .
Am demonstrat ca este o lege de compozitie interna. Sa verificam ca aceastd lege este asociativa.
X+ 1X++y+z X+ y+2+Xxy2
Avem: (x xy) * z = Y *Z = usd = Y Sk .
1+ xy 1+x+y' 1+xy +yz+2x
1+xy
+3z x+1y++zz X+ y+z+Xxyz
Analog: x x (y * 2) = x % Y = YE _ Y XY ;
1+ yz y+z 1+xy +yz+2x
1+x-
1+ yz

ceea ce probeaza proprietatea de asociativitate.

def.
4. Fie multimea M = (0, +x) c Rsiaplicatia M xM > M, (x,y) >x*xy = \/E .

Aplicatia este o lege de compozitie intern; din conditiax,y € Mrezultix xy = |xy e M.
Studiind proprietatea de asociativitate, deducem:

(x*y) *»z = \/E *z = \/@z = \/\/xyzz = ‘\‘/xyzz , respectiv
xx(xa) =xxfys = xhz = [{xyz = {xya,

ceea ce dovedeste ca legea de compozitie ,x“ nu este asociativa (legea studiata
reprezintd media geometrica si rezulta ca nu este asociativa).

5. Un exemplu de lege de compozitie asociativa este produsul matricelor.
Fie M = M,(C) x M,(C) — M,(C), (A, B) - AB. Se stie ca este verificatd proprietatea
de asociativitate: (AB) - C =A- (BC), V A, B, C € M,(C).

Efectuati in clasa
def.
1. FieM = (3, +x) si aplicatiax : M xM — M, (,y) >x*y,undex* y = xy—3x-3y+ 12.

a) Ardtati cd aplicatia ,x“ este o lege de compozitie interna.
b) Verificati ca este satisfacuta proprietatea de asociativitate.

2 1 1 2 -1 1

proprietatea de asociativitate pentru operatia de adunare si operatia de inmultire a
matricelor: A+ B) + C=A+ (B+ C)si (AB) - C=A- (BO).

2.FieA,B,Ce My(R),A= (1 _1),B = (_1 Oj ,C= ( ! 1).Ar€1ta§i cd este verificata

def.
3. Fie multimea M = (0, ©) c Rsi aplicatiaM x M —> M, (x,y) > x*y = %
(este definitia mediei aritmetice a doua numere: m,,;, = x+Ty ,6yeR)).

Aratati cd nu este verificata proprietatea de asociativitate.
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Temad

1. Fie M = 2Z multimea numerelor intregi pare. S& se demonstreze ca operatiile de
adunare si de inmultire:
+:2Zx27Z - 27, (x,y) >x+y si <122 x 27— 27, (X, y) —> Xy
sunt legi de compozitie asociative.

2. Fie M = 2Z + 1 multimea numerelor intregi impare.
Sa se demonstreze ca operatia de inmultire - : M x M — M, (x, y) — Xy, este asociativa,
dar operatia de adunare nu este o lege de compozitie internd, deci + : M x M — M,
(x,¥) = x +y, deci nu este asociativa.

def.
3.FieM = (1, 2) c Rsilegea de compozitie ¥ : RxR >R, (x,y) >x*y = xy—-x-y

+ 2. Sa se arate cd M este o parte stabild a lui R in raport cu legea ,,x“ si apoi sa se
verifice ca legea indusa pe M este asociativa.

. . . . def. xX+Yy
4. Fie M = (-1, 1) siaplicatia* : M xM—> M, (x,y) >x*y = 1 .
+ Xy

Sa se verifice daca ,,x“ este o lege de compozitie interna si apoi sa se verifice
asociativitatea.

5.FieM =R\ (-1, 1) si aplicatia * : M x M — M, (x,y) —>x %y, unde

def.
X*xy = \/xzy2 —x? - y?+2 este olege de compozitie internd. Sa se arate ca

aceasta lege induce pe multimea (1, +) o lege de compozitie asociativa.

B6.FieH={A= (; i’) | X,y eR,detA =1} c M,(R). Sa se arate ca aplicatia - : Hx H — H,
not
(A,B) > A-B = AB este o lege de compozitie interna (H este o parte stabild a lui
M, (R) in raport cu operatia de Inmultire a matricelor) asociativa.
7 . Fie M = Z multimea numerelor Intregi si legea

def.
01 ZxZ—>1Z,(x,y) >xoy = X+ y-Xxynumitd compunerea circulara.

Sa se arate ca legea de compozitie ,,o“ este asociativa.

def.
8. Fie M = [-1, +x) c Rsilegea de compozitie x : RxR—>R, (x,y) >x*y = x+Yy + xy.

Sa se arate cd M este o parte stabila a lui R 1n raport cu legea ,,*“ si este asociativa.

def.
9. Fie M = R si legea de compozitie x : M x M —> M, (x,y) >x*y = mx+y,meR.

Sa se determine parametrul m astfel incat legea de compozitie sa fie asociativa.

10.Fie M = Rsilegea: M x M —> M, (x,y) > Xxoy = ax + by — 1.

Sa se determine a, b astfel incat legea ,0“ sa fie asociativa.
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1.4.2. Elementul neutru

Dacd M este una dintre multimile N, Z, Q, R, C, atunci numerele O si 1 au proprietatile
cunoscute: O+x=x+0=x,Vxel,
respectiv l-x=x-1=x,VxeM.

00 01
pentru operatiile de adunare si inmultire a matricelor satisfac proprietétile:
O, +A=A+0,=A, VAe MyR),
L-A=A-I,=A YA e My(R).
Aceastd proprietate va fi studiata in cazul general.

De asemenea, am vazut ca pentru M = M, (R), elementele O, = (O Oj sil, = (1 Oj ,

Un element e € M se numeste element neutru pentru o lege de compozitie
* :MxM—>M, (,y) >x*Y,
daciexx=xxe=x,VxeM.

Este foarte important rezultatul dat in urmatoarea teorema referitor la unicitatea
elementului neutru.

Teorema

Daca o lege de compozitie are element neutru, atunci acesta este unic. j

Demonstratie

Presupunem cd legea de compozitie M x M — M, (x,y) — x * y admite doud elemente
neutre e si e’. Avem: e x ¢’ = e’ ¥ e = e’ pentru cd e este element neutru. De asemenea,
e’ xe =e xe' = e, pentru ca si e’ este element neutru. Din aceste egalitati rezulta e’ = e,
ceea ce demonstreaza cd, in cazul in care exista element neutru, el este unic determinat.

Observatii:

Daca legea de compozitie este datd in notatie aditivd, elementul neutru se noteaza de
reguld cu O si se numeste elementul zero. Dacd legea de compozitie este datd in notatie
multiplicativd, elementul neutru se noteaza cu 1 si se numeste element unitate. Avem:

O+x=x+0=x,VxeblM,
respectivl -x=x-1=x,VxeM.

EXEMPLE
1. FieH={1,¢,¢*}, e +e+1=0,=1 si operatia indusa de inmultirea numerelor
complexe. Din tabela inmultirii pe H, rezulta:

Deducem ci elementul neutru este e = 1.
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def.
2. Fie legea de compozitie: Z x Z — Z, (x,y) > xeoy = X+ y—Xxy. Aceastd lege de

compozitie admite element neutru. Dacd e € Z este element neutru: ecx =xoe =x, Vx € Z.
Putem scriex =eox =e + x—ex, Vx € Z, de unde rezultd e —ex = O saue(1 —x) = 0.
Aceasti relatie este satisfacutd V x € Z daci e = 0. In acest cazavemxo 0 =x + 0-x-0 =X,
deci elementul neutru este e = 0.

Exercitii rezolvate

def.
1. Fie multimea M = R si legea de compozitie Rx R > R, (,y) >x*y = xy—-x-y +2.5a

se studieze existenta elementului neutru.

Solutie

Notand cu e elementul neutru, avem: e x x = x xe = Xx, V x € R. Din x = e x x, deducem
x=ex—e—-x+2sau2x-2—-e(x-1)=0,2-e)(x-1)=0,VxeR,deci2-e =0,
e=2.Avemxxe=x%2=x-2-x-24+2=x,VxeR.

def.
2. FieH=C\{i} cCsilegea:CxC—>C, (2,29 > 2, T2y = 22—1(z,+32,) +1-1.5a

se arate cd H este o parte stabild a lui C in raport cu legea de compozitie indusa si ca
aceastd lege este asociativa si admite element neutru.
Solutie
Legea de compozitie ,, 7“ poate fi scrisd sub forma: z; T 2, = (2, — 1) (g, — 1) + i.
Din conditia 2, z, € C\ {i} rezultd z; # i, 2, # i, de unde deducem z; —i# 0siz,—i #0,
deci (z; - (z,— ) #0siavemz; T2y, = (2, -1 (z,—1) + 1#1,2, T2y €H.
Pentru a studia asociativitatea: (z; T2,) T 23 = 2; T (2, T 23), V 24, 29, 23 € H, avem:
(3 T2) T23=[(27—-D(2—1) + 1] T2y =[(2;-D(2g—1) +i-1](zg3—1) +1=
= (2, -D(z, - (z5—1) + 1.

Analog 2, T (2, T 25) = 2, T [(3, - 1) (253 —1) +i] =

= (2 -D[(zy-D(zg—D +i-i]+i=(z-DE-D(z5-10) + 1,
deci rezultd ca legea , T“ este asociativa.
Pentru elementul neutru pe careil vomnotacueavem:e Tz =2Te =2,V g € C\ {i}.
Din egalitatea z = e T 2, rezultd z = (e —i)(z—1) + i, si putem scrie: z—i— (e—1)(z—1) = O,
(z-1)(1-e+1i) =0,VzeC\{i};deducem e = 1 + i. De asemenea, avem:
zTe=(@-De-D)+i=c-DA+i-)+i=z-i+i=32 VzeC\/{i].

3. Fie multimea M = (¥3, +) dotati cu legea de compozitie: M x M — M,

def.
Coy)—>xxy = xy—-(x+Yy) V3 43+ 3.Sdsearateci legea ,,x* admite element neutru.
Solutie
Daca notdm cu e elementul neutru, e * x = x x e = X, V x € M, din egalitatea x = e * x re-

zulti: x=ex—(e + 03 +3+ V3,x=+3 = (= V3)(x=+3), x=¥3)(e-= 3 -1) =0,
V x € M, de unde rezultd: e = 1 + 3. Efectudnd calculele, rezultia
xxe=(-v3)e-V3)+ V3 =(x-V3)A+ V3 -V3)+ 3 =
=x-V3 + V3 =x,VxeM.
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. Fie M = 2Z si legea indusa pe M de adunarea si inmutirea numerelor intregi. Sa se
arate cd legea de compozitie indusd pe multimea 2Z in raport cu adunarea admite
element neutru, dar nu admite element neutru in raport cu operatia de inmultire.
Solutie

Fie e, elementul neutru in raport cu operatia de adunare: e, + x =x + e, =x, Vx € 2Z.
Aveme, =0=2-0,astfelincat 0 + x =x+ 0 =x, V x € 2Z.

Pentru inmultire: e - x =x-e. =X, Vx € 2Z,aveme. - x = x, deci (e.— )x = 0, V x € 2Z,
de unde rezultd e, = 1,dar 1 ¢ 2Z.

Efectuati in clasd

. Fie M = 2Z + 1 multimea numerelor intregi impare si operatiile:
+:ZXxZ—>Z,(xYy)>x+y si - iZxZ—>Z, XYy >y
Aratati cd legea de compozitie indusad pe 2Z + 1 de adunarea numerelor intregi nu
admite element neutru, dar legea de compozitie indusd pe 2Z + 1 de inmultirea
numerelor intregi, admite element neutru.

def.
. Fiemultimea M = (2, +0) siaplicatia* :MxM—>M, (¢, y) >x*y = (x-2)(y-2) + 2.
Aratati ca ,,»“ este o lege de compozitie interna care admite element neutru.

.FieH = {-1,1,—i,i} c C. Sd se intocmeasca tabla inmultirii pe H, indusa de inmultirea
numerelor complexe si s se determine elementul neutru.

Temad

. Fie multimea M = (-2, +©) silegea de compozitie * : M x M — M,

def.
G,y) >x*y = Xxy+ 2x + 2y +2. Aratati ca legea ,,x“ admite element neutru.

. Fie M = (-1, 1) si legea de compozitie x : M x M — M,

def. x4y o o
(¢, y) >x*y = ———.Determinati elementul neutru al legii ,,»“.

1+ xy
X . . . def.
. Fie M =[5, 7] si aplicatia x : M xM —> M, (x,y) >x*y = xy—-6x-6y + 42.
Aratati ca ,,»“ este o lege de compozitie cu element neutru.
. Fie multimea M = C\ {-i} si legea de compozitie * : M x M — M,
def.

(21, %) D> 2y * By = 212y + (2 + 29) =1 —1.

Sa se arate cd legea ,,x“ admite element neutru.

def.
. Fie M = [-2, +0) siaplicatia x : M xM —> M, (x,y) >x*y = 3xy + 6(x+y) + 10.
Aratati cd ,,»“ este lege de compozitie internd si admite element neutru.

def.
. Pe R se defineste legea de compozitie ,x“prin: Rx R 5> R, (x,y) >x*y = xy—-x-y—2.

Cercetati existenta elementului neutru.
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def.
7.Pe Q se considera legea de compozitie * : Q x Q > Q, (x,y) >x*y = x+y— %xy

ArataticaM = Q\ {2} este o parte stabila a lui Q in raport cu legea de compozitie ,,x“
si determinati elementul neutru.

8. Se defineste pe C legea de compozitie ,,*“ prin relatia: ; * 2, = (1 —1)2125, V 29, 2, € C,
i = V-1 . Sa se gaseasca elementul neutru.

9. Pe Z se defineste legea de compozitie ,,x“ astfel: x x y = xy-3(x +y) + 12,V x,y € Z.
Sa se determine elementul neutru.

10. Pe multimea G = (0, ©) \ {1} se considerd legea de compozitie x : G x G — G,
(x,y) > xxy=enxny, Determinati elementul neutru u ale legii ,,*“.

1.4.3. Elementele simetrizabile

Fie M o multime nevida, inzestratd cu o lege de compozitie M x M — M, (x,y) > x % .
Pentru aceastd lege de compoztie vom presupune ca este asociativa si admite element
neutru, notate.

Un element x € M se numeste simetrizabil in raport cu legea de compozitie ,,x“
(asociativa si cu element neutru)

¥ :MxM->M, (0,y) >x*Yy
daca existd x' € M astfel incat x' * x = x * X’ =e.

In cazul in care un element x € M este simetrizabil in raport cu legea de compozitie
%, atunci simetricul x’ este unic.

Teorema

Dacd x' este simetricul elementului x, pentru legea de compozitie
¥ :MxM—>M, (x,y) >x*Y,
atunci x' este unic.

Demonstratie:
Daca x' si x” ar fi elemente simetrice al elementului x € M, atunci:
x' % x = x % x' = e, x' fiind simetric al elementului x € M.

De asemenea, x” ¥ x = x * X" = e, x" fiind presupus element simetric al lui x € M.

Putemscrie: X’ =x'xe=x"*x(x*xx") = (X *xx) »x" =exx" =x".

Observatie:

Dacd legea de compozitie este data in notatie aditiva, simetricul unui elementx € M se
noteaza cu —x si se numeste opusul lui x: (=x) + x =x+ (=) = 0.

Dacd legea de compozitie este datd in notatie multiplicativa, simetricul lui x in cazul in
care existi se noteazi cu X si se numeste inversul luix; x ' - x = x-x" = 1.
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EXEMPLE

1. Fie M = Z si operatia de adunare + : ZxZ —> Z, (x,y) > x + Y.
Orice element x este simetrizabil si simetricul sdu este —x, deci:
(=) +x=x4+ (=x) =0.

Pentru operatia de inmultire: Z x Z — Z, (x, y) — Xy, singurele elemente simetrizabile,
(care admit elemente inverse) sunt -1 si 1, deci 1t=1, (Dt =-1.

2. Fie M = (2, +0) si legea de compozitie:

¥ :MxM—>M, (x,y) >x*y dj xy—-2(x+y) + 6.

Determindm elementele simetrizabile ale multimii M in raport cu legea ,,x“.

Intr-adevir ,x“ este o lege de compozitie internd: x *y = (x—2)(y-2) + 2 > 2,
V x,y € (2, +o). Notand cu e elementul neutru avem: e * x = x * e = X, V x € M. Avem:
exx=x,(e-2)(x-2)+2=xsau(e-2)(x-2)-(x-2) =0, (x-2)(e-3) =0,
V x € (2, +), de unde rezultd e = 3 € M. Este verificata si conditia

x¥xe=x,x*xe=x%x3=x-2)3-2)+2=x-2+2=x,VxeM.

Notam cu x’ simetricul unui element x e M. Avem: x' xx =xxx'=3,e =3,V x e M.
1
x-2’

, V x € (2, +). Este verificata si egalitatea: x » x' = 3.

Din egalitatea x’ ¥ x = 3, deducem: (X -2)(x-2) +2=3, (¢ -2)(x-2) =1,x¥ -2 =

e Msaux' = 2x—3

, 1
x_2+x—2 x—2

Intr-adevir: x » X' = x » (2+ ) = (x—2)(2+ 12—2) + 2= (x—2)L +2=3.

x—-2 X — x—-2

Unele proprietati remarcabile sunt prezentate in urméatoarea teorema:

Teorema

Dacd x, y € M sunt elemente simetrizabile 1n raport cu o lege de compozitie
*: M xM— M, (x,y) > x =y (asociativa si cu element neutru),
atunci: x * y si X' sunt inversabile si avem:

1. (xxy) =y *x';

2. (X)) =x.

Demonstratie:

Vom dovedi cay’  x' este simetricul lui x % y. Avem:

G *xX)*xx*xy) =y >0 *x*xy) =y *((*x)*xy) =y x(exy) =y xy=e.
Analog (x*y) * () ¥*X) =x*x (> V' *xX)) =x* (y*y) »xX) =x*(exx) =x*x =e.

Rezulta ca elementul x % y este simetrizabil si (x * y)' =y * x".

Pentru proprietatea (x')’ = x, avem: x’ ¥ x = x X' = e, deci x este simetricul luix’, deci
() = x.

Observatii:

Dacé legea de compozitie este datd in notatie aditiva, proprietétile prezentate in teorema
precedenta se transcriu astfel:

—(x+y) = (=) + (=), respectiv —(-x) = x.
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Daca legea de compozitie este data in notatie multiplicativa, avem:
0) 7t =y 7Y, respectiv () 7! = x.
In cazul unei legi de compozitie notatd aditiv se face urmétoarea conventie:

def.
(x—y = x+ (—y))

Exercitiu rezolvat:

Fie multimea M = {z = a - b5 | a,b e Q, a®-5b* = 1} dotatd cu legea:
M xM—> M, (21, 29) = 212,
Sa se demonstreze ca orice element z € M este simetrizabil.
Solutie
Fie 2, 2, € M, deci z, = a; — b5, 2, = a,—b,\5; a;, by, ay, b, € Q, @@ —5b% = 1,
a? -5b? = 1.
Rezultd 2,2, = (a; - b,v/5)(ay — by<5) = (a;a, + 5byb,) — (a;b, + a,by) V5, unde
a,a, + 5byb,, a;b, + asb, € Qi (aya, + 5b;by)*—5(a,b, + ab))* = a?a? + 10a,a,b,b, +
+ 25b7b3 —5aibs —10a;,byazb, — 5a3b) = ala; + 25b7b3 - 5a7b; —5a3b; =
= & (a5 - 5b3) - 5b7(a; —5b3) = (af —5b{)(a; —5b3) =1-1=1,
deci este o lege de compozitie interna.
Se verifica cu usurintd, proprietatea de asociativitate:
(2129)25 = 21(2923), V 21, 29, 23 € M.
Cercetand existenta elementului neutru avem: e = e, —e, /5 , astfel incét:
ez =2e=3,VzeM.
Din egalitatea: ez = 2, rezultd pentru z = a— b5, (e;—e,5)(@-by5) = a-b+5;
(e;a + 5e,b) — (b + e5a) J5 = a-b+5, deci:
e,a+5eb=a
eb+e,a=b ’
de unde rezultie, = 1sie, = 0,decie =1-0- 5 = 1,unde e, e, € Qsi e? —5e2 = 1.
Pentruz = a-b+5 € M, a, b € Q, vrem si determinim elementele simetrice ale lui x.
Notand 2! = x— y«/g , X,y € Q, elementul simetric a lui z, avem glog=z.-g1=1.
Din egalitatea: Z1.2=1, rezulti (x—yxfg Ya-b+5) =1, (xa + 5yb) — (xb + ya) V5 =1
si se obtine sistemul:
-a

(-50)

(-0)

-a

xa+5yb=1
xb+ya=0

Adunénd ecuatiile sistemului obtinem ecuatia x(a* — 5b*) = a, cu solutia x = a;
rezultd siy = —-b. Obtinem zl=a+b+5,a,beQ,a’-5b% =1, de unde rezulti ci este
verificata si egalitatea zz ' = 1:

z-2t=(a-by5)(a+b+5) =a®-5b*>=1.
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Efectuati in clasa:

Fie multimea M = (-2, +) si aplicatia:
def.
¥ :MxM—>M, (x,y) >x*y = 3xy + 6(x+y) + 10.

Demonstrati ca:

a) legea ,x“ este o lege de compozitie internd;
b) legea ,x“ este asociativa;

c) legea ,x“ admite element neutru;

d) elementele multimii M sunt simetrizabile.

Temad

1.FieH = {-1,1,1,-i} c C. Demonstrati cd inmultirea numerelor complexe induce pe H
o lege de compozitie interna si sa se determine inversele elementelor lui H.

def.
2 . Pe R se defineste legea de compozitie: RxR > R, (x,y) > x*y = % (1+x+y-xy).

Sa se arate cé legea este asociativa si are element neutru. Care sunt elementele simetrizabile?

def.
3. Fie legea de compozitie: ¥ : Q x Q > Q, (x,y) »>x*y = x+y—2xy.

Determinati multimea elementelor simetrizabile.

4 . Pe Z se defineste legea de compozitie ,x“ astfel: x x y =xy -3¢ +y) + 12,V x,y € Z
Sd se determine elementul neutru si elementele care nu sunt simetrizabile.
4xy +3

. _ 3 , He: - P43
5. Pe multimea M = (—oo, ) se defineste legea de compozitie: x * y Ao+ y 4D

2
Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile.

B . Pe multimea M = Z se defineste legea de compozitie ,x“ astfel:
def.
¥ :MxM-—>M, (x,y) >xxy = 2xy—3x-3y + 6.

Determinati multimea elementelor simetrizabile in raport cu ,*“.

1.4.4. Comutativitatea

Proprietatile studiate pand acum pentru o lege de compozitie def initd pe o multime
nevidad au fost facute cu restrictia pentru compusul a doud elemente x si y, care este
primul element si respectiv al doilea element.

O importantd deosebita au legile de compozitie pentru care compusul a doud elemente
oarecare este independent de ordinea in care se face compunerea acestora.

O lege de compozitie
*:MxM—>M, (x,y) >x %Yy
se numeste comutativa, daca
x*xy=yx*x,Vx,yeM.
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EXEMPLE

1. Dacad M este unadintre N, Z, Q, R, C operatiile de adunare si inmultire sunt comutative:
X+y=y+x,Vx,yeMxy=yx, Vx,y € M.

2 . Operatia de inmultire a numerelor complexe - : C x C > C - (2, 25) = %%
induce pe multimea H = {1, ¢, 8%}  C, ¢ + & + 1 = 0, parte stabild a lui C, o operatie

comutativd. Din tabla inmultirii
deducem céd legea de compozitie
indusa este comutativa, tabla
fiind simetrica fatd de diagonala
principala.

3. Fie multimea M = (2, +x) dotata cu legea de compozitie * : M x M — M,

(,y) > x*y dj Xy —2x—2y + 6. Legea de compozitie ,,x“ este comutativa: x x y =y % X,
Vx,ye M.Avemx *y =xy-2x-2y + 6 =yx-2y + 6 =y xx, Vx,y € M.

Sd observam ca legea de compozitie ,,x“ este simetrica in x si y ceea ce pune in evidenta
faptul ca legea de compozitie este comutativa.

Efectuati in clasd

1. Arétati ca operatia de adunare a numerelor intregi pare + : 2Z x 2Z — 27Z, (x,y) >x +Yy
este comutativa.

2 . Fie multimea M = (3, +) dotata cu legea de compozitie x : M x M — M,

def.
(G,y) >xxy = xy-3x-3y + 12. Aratati cd legea ,,x“ este comutativa.

def.
3. Fie M = (3, 5) dotatd cu aplicatia x : MxM — M, (x,y) >x*y = xy—40c+y) + 20.
Aratati ca ,,»“ este o lege de compozitie interna comutativa.

4 . Fie M = M,(C) siA, B € M,(C),A = (_11 %) B = (j ‘22) verificati cd AB # BA.

5. Fie M = R silegea de compozitie ¥ : Rx R > R, (x,y) >x*y = 2x + 3y.
Aratati cd legea ,,x“ nu este comutativa.

Tema
1. Pe multimea Z a numerelor intregi se defineste legea de compozitie:
def.
0! ZXxZ—>Z,(x,y) >Xoy = X+Yy—-Xxy

numita compunerea circulara. Arétati ca legea ,,o“ este asociativa si comutativa.

def. _
2.Fie M = (-0, 1) dotata cu aplicatia * : M xM > M, (x,y) > x %y = xx-a,—y—ZB

Demonstrati cd este o lege de compozitie comutativa.

x+4y 2y 5 s
-7y x—4yj |X,yeR,x -2y =1} €« My(R).

Sd se demonstreze ca operatia de inmultire indusa pe multimea M este comutativa.
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. 2-x x-1 o .
4. FieM= {A_ = , xR} silegeade compozitie - : M x M — M,
*2(1-x) 2x-1
(A, A) > AA,. Sd se demonstreze cd legea de compozitie indusd de inmultirea

matricelor este o lege comutativa.
def.
5. Fie multimea M = (0, +o0) — {1} siaplicatiax :MxM —> M, (,y) >x*y = x]ny; .Sa

se demonstreze cd este o lege de compozitie internd, comutativa.

def.
B . Pe R se defineste legea de compozitie x : Rx R > R, (x,y) >x*y = Xy + ax + by.

Sd se determine a si b astfel incat legea sa fie asociativa si comutativa.

def.
7 . Pe R se defineste legea de compozitie x :Rx R >R, (x,y) >x*Yy = xy + 2ax + by.

Sa se determine a, b € R astfel incat legea de compozitie ,,»“ sa fie comutativa si asociativa.

def.
8. Pe multimea R se considera legea de compozitie ,*“: RxR >R, (x,y) >x*y =

= (1 —a)x + ay — a. Sa se determine a astfel incat legea ,,x“ sa fie comutativa.

def.
9.Fielegea x :RxR >R, (x,¥y) >x*y = 2xy + ax + by. Sa se determine a, b € R

astfel incat legea de compozitie ,,x“ sa fie comutativa si asociativa.

10. Pe multimea M = (1, +x) se considerd operatiax *y = 1 + (x— 1)lg 0-D g3 se arate ci:
a) legea ,x“ este o lege de compozitie pe M; b) legea ,*“ este asociativa;
c) legea ,x“ este comutativa.

Teste pentru verificarea cunostingelor

A B
1. Fie multimea M = Z si legea de com- | 1. Fie multimea M = Z si legea de com-
pozitie * : de Z—>Z, (x,y) >XxX*Y, pozitie x : Zd>; Z—>Z,(x,y) >x*Y,
unde:x*yzfx+y—2. unde: x* y=x+y-3.
Sa se demonstreze ca legea ,*“ : Sa se demonstreze ca legea , *“ :
a) este asociativa; (1p) a) este asociativa; (1p)
b) admite element neutru; (1p) b) admite element neutru; (1p)
c) elementele multimii sunt ¢) elementele multimii sunt
simetrizabile; (1p) simetrizabile; (1p)
d) legea ,,x“ este comutativa. (1p) d) legea este comutativa. (1p)
2. Fie multimea M = (0, + o) \ {1} si 2. Fie multimea M = (0, + o) \ {1} si
legea de compozitie * : M x M — M, legea de compozitie  : M x M — M,
(6, y) >x*y,unde: x *xy = x°, (06, y) >x*y,unde: x *y = X",
Sa se demonstreze ca legea ,*“ : Sa se demonstreze ca legea ,*“ :
a) este asociativa; 2p) a) este asociativa; 2p)
b) admite element neutru; (1p) b) admite element neutru; (1p)
¢) elementele multimii sunt c) elementele multimii sunt
simetrizabile; (1p) simetrizabile; (1p)
d) legea este comutativa. (1p) d) legea este comutativa. (1p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare varianta. Se acorda 1 punct din oficiu.
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2. Grup, exemple: grupuri numerice, grupuri
de matrice, grupuri de permutari, Z,,

2.1. Definitii si exemple

O multime nevida M este monoid in raport cu o lege de compozitie ,,x“ definita
peM, x:MxM— M, (x,y) —x Yy, daca sunt satisfacute urmatoarele axiome:
M. x*y)xz=x%(y*2),VX,Yy,2eM,
M,.Je e Mastfel iIncite xx =x xe =x, Vx e M.
Monoidul va fi notat (M, ). Dacd, in plus, este satisfacuta si axioma:
Myxxy=yxx=e,Vx,yeM,
spunem cd monoidul este comutativ.

Una dintre structurile importante pe care le vom studia este structura de grup. Fie o
multime nevida pe care o vom nota cu G, dotata cu o lege de compozitie.

Un cuplu (G, *) format dintr-o multime nevida G si o lege de compozitie pe G,
¥:GxG>G, (xx,y) >x*Yy
se numeste grup dacd sunt satisfacute urmatoarele axiome:
G.(x*y)*xz=x%x (¥ *2),VX,Y,2eG;
G,.Je e Gastfelincate x x =x *xe =x, Vx € G;
G3. Vx € G,3x" € Gastfel Incat x’ x x = x »x' = e.

Ansamblul de conditii G;, G,, G5 poartd numele de axiomele grupului, unde G, asigura
existenta elementului neutru al grupului G. Elementul x' a carui existenta este asigurata
de axioma G4 se numeste simetricul lui x.

Daca, 1n plus, este satisfacuta si axioma

Guxxy=y*x,Vx,yegG,
atunci (G, %) se numeste grup abelian sau grup comutativ.

2.1.1. Grupuri numerice
EXEMPLE

1. Fie multimea Z dotata cu legea de compozitie

def.
¥ 1 LxXZ—>Z, 0y >x*y = x+y-1.

Perechea (Z, %) este grup abelian.

Legea ,x“ este o lege de compozitie internd: V x,y € Z, atuncixxy =x +y—-1 e Zsi
este verificat ansamblul de axiome:

G.(x*xy)*xz=x%x (¥ *2),Vx,Yy,2¢el

Avem (xxy)*xz=(x+y-1)*xz=x+y-1)+2z-1=x+y + z- 2, respectiv
Xx(y*z)=x*xy+z-1)=x+y+z-D-1=x+y+z-2.
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G,. Je e Gastfelincate x x =x*xe =x,Vx e G.

Din conditia e ¥ x = x, rezultd e + x—1 = x, decie = 1 € Z.

Este verificatd si conditiaxxe =x,x*1=x+1-1=x,Vx e Z.

G3. Vx € Z,3x" € Z astfel Incat x’ x x = x * X' = e. Din conditia X’ * x = 1, rezultd
X +x-1=1,decix’ =2-x,x" € Z.

Este verificatd si conditiax xx' = 1; x*x' =x+ (2-x)-1=1.

Rezultd (Z, ) este grup. in plus, este verificati si axioma:

Gux*xy=y*x,Vx,yeZ. Avem:xxy=x+y-1=y +x-1=y=xx, deci (G, %)
este grup abelian.

2. Fie G = (0, ) \ {1}. Aratam ca aplicatia* : Gx G—> G, (x,y) > x*y dj XY este
o lege de compozitie pe G si (G, *) este grup comutativ.

Legea ,,x“ este o lege de compozitie internd x, y € G = Iny € R¥, deci e G si
ansamblul de axiome din definitia grupului G,, G,, G5 se verifica.

G. (xxy) xz=xx(y*2),Vx,y,zeG. Avem (x y) xz = X % z = ()" =
= x""1% de unde rezultd (x * y) ¥z = x * (y ¥ 2), V x, ¥, 2.

Gg. Pentru a nu se crea confuzia elementului neutru cu baza logaritmului natural, vom
nota elementul neutru cu e, si avem: J e, € G astfel incate, * x = xxe, = x, V x € G. Din

Inx
*

Inx
*

egalitatea e, » x = x, rezultd: e, = xsideducem In e,”" =Ilnx,Inx-Ine, = Inx, deci

(Ine,—Dlnx=0,undeInx#0sirezultidlne = 1,decilne, =Ine,e, =e,undee = lim (1+%) .

n—w
Este verificati si egalitatea x x e, = x. Avem: x x e, = xxe = x"*=x' = x, Vx € G.
Rezultd ca (G, ) este grup.
In plus, este verificata si axioma:
N o Iny .
G, Xx*xy=yx*X,Vx,yeG. Intr-adevir, x x y = x™¥ = "~ = lnv-nx = Jny™

= y"* = y x x, de unde rezulti ci (G, ) este grup abelian.
2.1.2. Grupuri de functii
EXEMPLU

Grupul lui Klein. Fie E = Rx R siK = {1, u, v, w}, unde 1, u, v, w sunt functiile:
1, :E—>E, 1;00 = (x3, x5),

u:E—>E ul) = (x;,=xy), )
Vv:iE—>E v() = (=X, Xy) W

) > X2)s x) = (=xq, X5) x =(xq, X3)
w:E—>E w) = (=, =Xy), PR S W ;,—14 2

oricare ar fix € (xy,x,) € E=RxR. -
Semnificatiile acestor functii, daca se -

considerd un sistem de axe de coordonate |0 X1
(5¢;0x,) sunt: 15(x) este functia identica; u(x) .,/’/
este simetria fatd de axa Ox,, v(x) este simetria  w(x) = (-x;, —x,) | u(x) = (x5, — X5)

fata de axa Ox,, iar w(x) este simetria fata de

origine (fig. 1). Fig. 1

27


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Partea 1. Elemente de algebrd

Pentru orice x € E, x = (x;, X,), daca compunem doua functii din K = {1, u, v, w}, se
obtine tot o functie din K.
De exemplu:
(Agew) () = 15(wx)) = 1x(xy, =x5)) = (xp, =) = u(x),
(Agov)() =v(x), (e w)(w) = w(x).
(wov)(x) = ulw) = u((-xy, x3)) = (=x1, =x3) = w(x);
Veow)(x) = vw(x) = v((=x;, =) = (x1, =) = u(x);
wouw)(x) =w)) = w(lx;, —x3)) = (=x1, X5) = v(x);
wow)(x) = ww(x)) = w((—xy, =x3)) = (x1, X5) = 15(x).

Dacd alcatuim tabla operatiei indusa pe K de compunerea functiilor, obtinem:

° | 1; u v w
1;| 1 u v w
u u 1; w %
% % w 1; u
wi w v u 1;
Observatie:

In cazul general al compunerii functiilor sunt verificate axiomele:
M;. Asociativitatea: (fog) och =fo(goh),Vf, g, h e F.

M,. Element neutru: 3 1; € Fastfel incat 1pof = fo 1y =f, Vfe F.
Putem spune ca (F, o) este o structurd de monoid.

Pentru multimea functiilor K = {1, u, v, w} sunt satisficute axiomele:
Gl‘ (fog) oh :fo (goh)7 v.f’gah ekK.

G,.31peKastfelincat 1;0f =fo 1, =f,VfeK.

G;. 3f ! eKastfel incat flof=fof' =1, VfeKk.

1=v,w_1=w.

Avem: 1;1 =1, T u,v

In plus:

Gy fog=gof,Vf,gek

Aceastd proprietate rezultd din observatia ca tabla operatiei lui K este simetricd in
raport cu diagonala principala.

Functiile 15, u, v, w sunt bijective. Avem: 1z0 1, = 1, ucu = 1 vov=1,wow = 1.

Asadar, (K, o) este grup, numit grupul lui Klein. Am constatat ca grupul lui Klein este
comutativ.

Efectuati in clasa
Fie multimea G = (2, +) si aplicatia:
¥:GxG>G, (x,y) >ox*xy=xy—-2x-2y + 6.
a) Aratati ca,»“este o lege de compozitie interna.
b) Aratati ca (G, o) este grup abelian.
c) Calculati x * x * x si apoi demonstrati ca
XxxX*..%x = (x=2)" + 2.

de n ori
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2.2. Reguli de calcul intr-un grup

Proprietatea G5 a unui grup ne arata cé orice element al unui grup este simetrizabil in
raport cu operatia acestuia. Rezulta cd un grup este un monoid in care este verificata si
axioma Gs.

In continuare, vom preciza cateva proprietdti importante ale grupurilor.

2.2.1. Simplificarea la stanga si la dreapta intr-un grup

Teorema

Intr-un grup (G, ) sunt adevirate regulile de simplificare la stinga si la dreapta:
axb=axc =>b=c,
respectiv
bxa=cxa=b=c.

Demonstratie

Fie a, b, c € Gastfel incata » b = a x c si @’ simetricul elementului a, decia’ xa =a xa’ =e.
Avem:b=exb=(ad*xa)xb=a x(axb)=a x(axc)=(a*a)xc=exc=c.

In mod analog demonstram si pentru simplificarea la dreapta. Presupunem b x a = ¢ * a.
Avem:b=bxe=bx(axa)=0bxra)*xa' =(cxa)xa =cx(axa)=cxe=c.

2.2.2. Ecuatii intr-un grup

Teorema

Fie (G, %) un grup. Oricare ar fi a, b € G ecuatiile
axx=bsiyxa=>b
au solutii unice in G, anume:
x=ax*b,y=bxd,
unde a’ este simetricul lui a.

Demonstratie

Sa ardtam cd x = a’ = b este solutie a ecuatiei a * x = b, unde a’ este simetricul lui a,
adxa=axa =e. Avem:axx=ax(a xb) =(axa) xb=exb=D>.

Unicitatea. Dacé x; si x, sunt solutii din G ale ecuatiei a * x = b, atunci ax x; = b =
= a * Xy, deci a * x; = a * x, si conform regulii de simplificare la stanga obtinem x; = x,.
Rezulta ca ecuatia a * x = b admite solutie unica in grupul (G, *).

Proceddnd analog si pentru ecuatia y * a = b, deducem: Dacd y, si y, sunt solutii din
G ale ecuatiei y x a = b, avem: y; * a = b = y, * a, de unde rezultd y,;* a = y, * a si,
folosind regula de simplificare la dreapta, obtinem y; = y,. Asadar, ecuatiay = a = b are
cel mult o solutie in G. Aceasta solutie estey = b x a'.

fntr-adevér,y*a =0bx*xa)* a=bx(a*a) =bxe=>.
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2.3. Grupuri de permutari

Pentru n € N', considerand multimea E = {1, 2, 3,..., n} si aplicatiile bijective f: E —
E, vom nota:
1 2 .. n
O =
(1) o(2) .. o(n)
sicuS multimea acestor functii bijective ale carei elemente se numesc permutdri de gradul n.
Pentru oricare doud elemente o, T € S, care sunt functii, se defineste operatia de

compunere definita a functiilor (o o 1) (k) = o(t(k)), ke {1, 2, ..., n}.
Pentrun = 3, E = {1, 2, 3}, elementele multimii S,, in numar de 3! = 6, sunt:

L. (t23) (123 (123
E7571 237923 1) " s 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3
a = 7[.)): > Y =
1 3 2 3 21 21 3

si avem multimea S, = {e, o, 7, a, B, v}
Elementele acestei multimi fiind functii bijective, prin compunerea a doud permutari
se obtine o functie bijectiva.

EXEMPLU

. . 123y . (123 .
Fie permutarile c = [2 3 1) siy= 9 1 3/ Calculam (o o y)(k), ke {1, 2, 3}.
Avem: (60 7)(1) = o(y(1)) = c(2) =3 = pB(D).

(c°)(2) =c(y(2)) =c(1) =2=B(2).

(cey(3) =c(y(3) =c(3) =1=P(3).

) — (123 5
siamobfinut: coy=|_,  _|=

Intocmim tabela operatiei induse pe S, de ctre
compunerea functiilor, numitd compunerea
permutdrilor de trei obiecte.

Din analiza tablei compunerii permutérilor de
trei obiecte, rezultd ca ,,o” este o lege de compozitie
internd. Precizdm ca multimea functiilor in raport
cu operatia de compunere este asociativd. Pentru
S,,avem: 1, = e S,, unde e este elementul neutru
si din tabela compunerii rezulta ca orice element
din S, este simetrizabil, anume:

. 12 3) | 12 3) 1
e =e = ;(j =17 = ;T[ =0 =
1 2 3 31 2 2

12 3 12 3 1
1 Rl op— v
OL"OL(132)’B B[lszjy Y[z
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Fiind verificate axiomele G, G,, G, din definitia unui grup, rezulta ca (S,, o) este grup,
numit grupul permutérilor de trei obiecte sau grupul simetric de grad 3. Vom preciza
ca acest grup nu este comutativ. Din tabla operatiei lui S, deducem, de exemplu, ca:

oet=y#P=moa; Tof=y#a=Fom.

In general, dacin > 1 siE={1,2,3,...,n}, atunci multimea S_ a functiilor bijective de
la E la E formeaza un grup in raport cu operatia de compunere a functiilor, notata ,,0”;
(S,, ) se numeste grupul permutarilor de n obiecte sau grupul simetric de grad n.

2.4. Grupuri de resturi modulo n (Z,)

Pentrune N"sia e Z, conform definitiei Impartirii cu rest rezultd ca existd g, r € Z unic
determinati astfel incat:
a=nq+r,0<r<n-.
Din relatia precedentd, deducem cd numarul r, unic determinat, este restul impartirii
lui a la nn §i se mai noteaza:
r = a modn
numit si redusul modulo n al lui a.
Resturile posibile ale impartirii numerelor intregi prin n € N" sunt:
0,1,2,...r,...,n—1,
multime notatd cu:
R =1{0,1,2,..,n-1}
Operatiile induse pe R de cétre adunarea si inmultirea modulo n sunt:

ef.
®:R xRN >R, (@b >a®b =(a+b)modn;

def.
®:R xR >R, (a,b) >a®b =(ab)modn. @012 ®[012
Pentru n = 3, R, = {0, 1, 2} tablele operatiilor 0j{012 0/000
induse pe R, de cdtre adunarea i inmultirea modulo 3 11120 11012
sunt cele aldturate: 21201 21021
Pentrun =4, R, = {0, 1, 2, 3}, tablele operatiilor ®[0123 ®|0123
induse pe R, de cétre adunarea si inmultirea modulo 4 0[0123 0({0000
sunt cele aldturate: 111230 110123
212301 210202
3/3012 3/]0321
Analizand, pentrun = 4,R, = {0, 1, 2, 3,} vom observa ca (R, ®)este o structura de

grup abelian, unde sunt verificate axiomele G, G,, G,, G, si:
e=0;,-0=0;-1=3;-2=2;-3=1.
Precizdm cd, in general, pentrune N*, R = {0, 1, 2,..., n — 1}, de unde rezulta ca
(R, ®) este o structurd de grup abelian, numit grupul resturilor modulo n.
Pentru a € Z si n € N* se definesc multimile:
C,Cpe.., C,..r, C unde:

n-1°

C0={an| amodn=0}={nh| heZ}=nZ;
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C; ={an| amodn=1}= {nh+1| heZ}:nZ+1;

Cr ={an| amodn:r}= {nh+r| heZ}:nZ+r;

C,., ={a €7 amodn = n—1} = {nh+n—1| h eZ} =nZ+n-1
si se numesc clase de resturi modulo n.
Clasa de resturi modulo r se noteaza cu C, sau r
F=C =nZ+r, re{0,1,2,.,n-1}.
In acest fel, se obtine multimea claselor de resturi modulo n, notatd cu Z :
Z = {6,1,2,...,71’—\1}
Pe multimea Z_a claselor de resturi modulo n, se definesc operatiile de adunare si de inmultire:

~A~def.

+:Z xZ >Z, (&,E)->&+Edif‘a/oﬁj, .:2,x2Z, 12, (a,b)>ab=a®b.

Fien = 4.Rezulta Z, = é,i,i,é i tabla adunarii este alaturi.
4 $

Analizédnd tabla adunarii claselor de resturi modulo 4, deducem ca

sunt verificate axiomele G,, G,, G,, G, ale unui grup comutativ, unde: +10123
e=0,0=0,-1=3, 2=2, 3=1. g %l%ﬁ
si tabla adundrii este simetrica fatd de diagonala principala: 513 % g\ %
X+y=y+x,Vx,yelZ,. 313612

In general, pentru neN", zZ, = {6}1, ﬁ,..,,n/—\l} ,avem ci (Z,,+), este o structurd de

grup abelian, numit grupul claselor de resturi modulo n pentru operatia de adunare.

2.5. Grupuri de matrice
EXEMPLU

. . coso.  sina
Fie multimea M =<A, =| .
—-sina coso

o€ IR} si operatia de inmultire a matricelor:

~:MxM->M, (A,, By) — A, By
Se verificd axiomele grupului G;, G,, G5 si G4, deci (M, -) este grup abelian.

Efectuati in clasa

1.Pentrun = 2, E, = {1, 2} sa se scrie permutdrile lui S, 5i sd se intocmeasca tabla compunerii.

AAA A A A

(Z,, +) este o structurd de grup abelian.
Observatie: Stabiliti daca (Z, -) este o structura de grup. Justificati.
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Temad

1. Fie multimea G = Q\ {3}, unde Q este multimea numerelor rationale si legea de
def. 1
compozitie x : GxG > G, (x,y) >x*y, unde: xx y = x+y—§xy.
Sa se demonstreze ca (G, *) este grup abelian.

2. Fie multimea G = (2, +0) \ {3} si aplicatia * : G x G = G, (x,y) > x * y, unde:
def. 1
xxy = (x=2)2" 42,
Sa se demonstreze ca (G, *) este grup abelian.

3. Fie multimea numerelor intregi, k € Z si aplicatia x : Zx Z — Z, (x, y) — x ¥ y, unde:
def.
Xx*y=x+y+ky.
Sa se determine k € Z astfel incat (Z, x) sa fie o structurd de grup abelian.

4. Fie a, b e Rsilegea de compozitie * : Rx R —> R, (x, y) —> x % y, unde: x ¥y = ax + by.
Sa se determine a, b € R astfel incat (R, %) sa fie o structurd de grup abelian.

5. Fie multimea G = (=2, +0) si legea de compozitie * : G x G — G, (x,y) = x *y, unde:
x*y=xy+2x+y) + 2.
Sa se demonstreze ca (G, x) este o structura de grup abelian.

B. Fie M = R"™\\{—1, 1} si functiile f,: M > M, i =1, 2, 3, 4, unde:

x-1 1 . x+1
X)=X, = — = —— 1 X)=——.
f1( ) fz(x) 1 fs(x) X $ f4( ) Y1
Considerand multimea G = {f}, f5, f5, f4} si operatia de compunere a functiilor, notata

cu ,,0” sa se demonstreze ca (G, o) este o structurd de grup comutativ.

x —
7.Fie multimea matricelor patratice de ordinul doi M = {[ yj| x,yeRx*+y* # O} .
y X

Sd se demonstreze cd multimea M in raport cu operatia de inmultire a matricelor este
o structurd de grup.

cosa —sina

8. Fie multimea M = {Aa = [ j| oe IR} si operatia de Inmultire a matricelor

sinot  cosa
TMxM—>M, (A, Bﬁ) —A, - Bﬁ. Demonstrati ca (M, -) este structura de grup.

x 2y

9. Fie multimea matricelor patratice de ordinul doi M = <| 7 | X, yeQ,x*-7y*=1}.
=Y
2

Sd se demonstreze ca (M, -) este o structura de grup in raport cu operatia de inmultire
a matricelor.
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B3

10. Fie multimea M = IR\{—? —} si functiile f, : M -> M, i =1, 2, 3, unde:

filx)=x, f,(x)= 1X_+\\//__ i fo (%) = 1x+_x\/\/§§'

Notand G = {f,, f,, f5} si operatia de compunere a functiilor cu ,,o” sa se demonstreze
ca (G, o) este o strctura de grup.

11.Fie multimea G = (-3, 3) si legea de compozitie x : G x G — G, (x,y) = x * y, unde:
O(x+
X*xy= é+—x3}//) Sa se demonstreze ca (G, x) este o structura de grup abelian.

3. Morfisme si izomorfisme de grupuri

Definitie

Fie (G, ) si (T, o) doud grupuri. O functie
f:G->T
se numeste morfism de grupuri daca:

fOG*xy) =f)of(),VxyeG.

EXEMPLE

1. Fie grupul aditiv al numerelor reale (R, +) si grupul multiplicativ al multimii

numerelor reale strict pozitive (lRi, ) .
Functia f:R — R, f(x) = ¢* este un morfism de grupuri.

Conditia f(x +y) = f () - f (), V x,y € R este satisfacuta:
fx+y)=er=e-e=fX)-fO),Vx,yeR.

2. Considerand aceleasi grupuri (R, +) si (lRi, ) , functia f: R, > R, f(x) = log x,
cuac (0,1)U (1, +o0), este un morfism de grupuri.

Conditia f (x-y) = f () +f (), V x,y € R, este verificata:

fl-y) =log (x-y)=logx+logy=f)+f(),Vxye R .

3. Fie grupul multiplicativ al numerelor reale, strict pozitive (lRi, ) si grupul (G, -),

x 0 I . . . .
unde G = 0 | x e R, ¢ i, este operatia de inmultire a matricelor.
X

. X
Functia: f:R, > G, f(x)= (O j este un morfism de grupuri. Avem:
X

s-(7 2 1-(5 S 5 s, vy er:,

0 xy 0 y
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In practici s-a constatat ci numarul exemplelor de grupuri este considerabil si din
acest motiv se impune o clasificare a acestora in functie de proprietatea lor. Doud grupuri
(G, ) si (I', ») vor fi declarate ca fiind de acelasi tip (izotipice) dacé cele doud grupuri G si
I" sunt la fel de bogate in elemente si operatiile celor doud grupuri, mai putin o bijectie
f:G—T, actioneazd la fel asupra elementelor celor doud grupuri GsiT.

Definitie
Fie (G, =) si (T, o) doud grupuri. O aplicatie bijectiva f : G — I" se numeste
izomorfism de grupuri daca:

flxxy) =fX) o f(y),Vx,y €G.

Vom spune ci grupul G este izomorf cu grupul I si scriem G =TI In caz

contrar spunem cé grupul G nu este izomorf cu grupul I si scriem G # T.

Daca vom reprezenta
geometric cele doud multimi

G i I'siimaginile elementelor f

X, y si x » y prin obtinem

imaginea din figura 2. f
Din cele aratate si din fi- f

gura aldturata rezulta ima-
ginea compusului a doua
elemente f(x % y) este com-
pusul imaginilor f(x) o f(y).

Fig. 2

EXEMPLE

Fie (R ,-),unde R, = (0, +o0), grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive
si grupul (T, ¥),unde I' = (-1, 1), iar legea de compozitie este:

def.
I'xC>T,00y) ox*xy = f:x)},,.

Sa aratam ca aplicatia: f: (0, +0) — (-1, 1), f(x) =

1-x

este un izomorfism de la
1+x

grupul (R: ,+) la grupul (T, ).
In rezolvare vom considera ci au fost studiate cele doua grupuri (R: ,), (T, ©) sivom
analiza proprietatea de izomorfism. Pentru aceasta este necesar sa demonstram ca:

1. f: ]R+ —T, () = L__;C , este functie bijectiva;

2. fOy) = f0O) o f(y), Vx, ¥ € R}

: 1-x
1. Funct = —=
unctia f(x) Trx

a) Injectivitatea: V x, X, € R, sif(x;) = f(x,), atunci x; = x,.
= , (T=x(A +xy) =
1+x; 1+x, ( I 2
= (1 + xl)(l —x2), 1 _X1 + X2 —X1X2 = 1 + x1 —X2 —X1X2,
deci —x; + x5 = x; =X, sau 2(x; —x,) = 0si obtinem x; = X,, deci f este injectiva.

35
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b) Surjectivitatea: Vy e I' existd x € R+ astfel incat f(x) =y.

. _1-x 1 _ 1-y .
Diny = Ty’ deducemy(l1 +x) =1-x=x o si avem
1_1_73’
_ 1+ 1+y-1+ 2

1+x 1+1—y l+y+1-y
1+y

Rezulta ca functia f este bijectiva

2. Este verificata si identitatea f(xy) = f(x) * f(), VX, ¥ € ]R+ .

1-x 1=y
iy _ _ SO+ () _ 1+x 1ty

Avem f(xy) = 1+xy,respect1vf(x) *f0) = 1+ ff(y) 141-x 1=y B
1+x 1+y

_1-00+y)+A+x)A-y) _ 1-x+y-xy+1l+x-y-xy _
T A+00++A-00-y)  l+x+y+xy+l-x-y+xy

_2-2xy _ 20-xy) _ 1-xy . B
C2+42xy 20+xy) 1+xy:d3C1f(X}’) =f0) xf(), Vx,yeR_.

Astfel am demonstrat ca grupul (IR: , +) este izomorf cu grupul (T, ).

Un rezultat important este dat de urmatoarea

Teorema

Fie (G, %) si (T, o) doud grupuri. Daca f: G — T este un izomorfism, atunci si
f7':T - G este izomorfism.

Demonstratie

Din ipoteza, functia f : G — I este bijectivd, de unde rezulti ci exista inversa f a
functiei f, f' : T — G si f este de asemenea bijectiva.

Fie u,v e T'. Cum f este aplicatie bijectiva, existd x, y € G unic determinati astfel incat
fG) = usif(y) = v. De asemenea, avem f (1) = x sif ' (v) = y. Reprezentand geometric
aplicatia f: G — R, rezulta

Fig. 3

Avem: uov = f(x) o f(y) = f(x xy), de undef’l(u oV) =X*Y =f_1(u) *fl(v), Vuverl.
Cum functiaf ™ : T — G este bijectiva si este indeplinita conditia: f ™ (u o v) = f () * f (),
V u,v e T, rezulta ca grupul (T, o) este izomorf cu grupul (G, *) si scriem (T, o) = (G, *)
saul =G.
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EXEMPLU ,
in exemplul studiat mai inainte am aratat ca grupurile (R: ,+) si (T, ) sunt izomorfe,
N * = —1 - X * = = (— i = X+ y
undef: R, - T, f(x) 1+X,R+ 0, +0), T'= (-1, D six*y Tray

Functia f fiind bijectivi, este inversabili si avem: f*: T — R, sif " este bijectiva.

Avem f ! ) =x= 1;;, sau f L) = L__—i Sa ardtam ca este indeplinita si a doua

conditie din definitia izomorfismului:
1_X+y
1-x*y _ l+xy  l+xy-x-y  (A-x)-Q-x)y _
1+xxy 1. Xty S l+xy+x+y  A+0+Q+x)y
1+xy
_(A-090-y) _1-x 1-y _
A+x)0+y) 1+x 1+y

fleexy)

fO) - f).

Rezulta ca grupurile (T, ) si (R: , -) sunt izomorfe, (T, ¥) = (R: L,

Efectuati in clasa

1. Aratati ca multimea M = R*, in raport cu operatia de inmultire - : R* x R* —» R¥,
(x, y) = xy, este grup abelian, notat prin (R¥, -) si numit grupul multiplicativ al
numerelor reale, nenule.

e e A 2-x 1-x « A
2. Aratatica M =G = {(Z(x—l) 2x—1) |xeR } < M,(R) este grup abelian in raport

cu operatia de inmultire indusa pe G de inmultirea matricelor, (G, -).

o .. . 2— 1- 2— 1- B
3. Aridtati cif: R* - G, f(x) = (Z(x _XD ox _xl), cuG Z{KZ(x _xl) 2 —xlj |xeR "},

este un izomorfism de grupuri, adica (R*, -) = (G, -).

o el . _ 2—-Xx 1-x .
4 . Arétati ca f .G—)R,undeG—{(z(x_D ox—1 | x e R *}, este, de asemenea, un

izomorfism de grupuri, adica (G, -) = (R*, ).

Temad

1 . Fie grupurile: (R, +) grupul aditiv al numerelor reale si (R |, -) grupul multiplicativ al
numerelor reale pozitive.
Demonstrati ci functia f: R —» R, , f(x) = " este un izomorfism de grupuri.

Ardtatica f': R, — Reste, de asemenea, un izomorfism de grupuri.
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2. a) Sase demonstreze ca (G, %) este grup, unde

def.
G=(2,+%0),*:GxG—>G, (x,y) >x*Yy = xy —2x -2y + 6.

b) Sa se demonstreze ca (I, o) este grup, unde

def.
I'=(3,4x),0:I'xI' >G, (,y) >xoy = xy—3x-3y+ 12.

c) Arataticaf: G- T, f(x) = x + 1 este un izomorfism de grupuri.

d) Aritati cif! : T — G este de asemenea un izomorfism de grupuri, unde f(x) = x + 1.

e) Arataticaf: IR+ — T, f(x) = x + 3 este un izomorfism intre grupul (IR: , +), numit
grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive, si grupul (T, o) definit la
subpunctul b) al acestui exercitiu.

3. Pe multimea Z se definesc operatiile ,,x“ si ,,o“ astfel:
x*xy=x+y+1L,Vx,yeZ si xoy=x+y-1,Vx,yeZ
Sa se arate ca (Z, ) si (Z, o) sunt grupuri izomorfe.

4 . Se considera grupurile:

(M,-),undeM={A:(3); §j|x,yeQ,x2+y2¢O}cM2(R) si
(Q(+3), ) unde Q3 = {x + y/3 |x,yeQ}.

Sa se arate ca cele doud grupuri sunt izomorfe.

5. Se considera grupurile:
R, #),x*y=x+y-2,Vx,yeR si
(R,0),xoy=x+y-5Vx,yeR.
Sd se determine a, B € R astfel incat functiaf: R —> R, f(x) = ox + B, sa stabileasca un
izomorfism de la grupul (R, ) la grupul (R, o).

11 x
6.FieM=G= {[O 0 1} | erZ+1} si aplicatia-: GxG —> G, (A,B) > A-B.Sé se

001
arate ca (G, -) este un grup abelian izomorf cu grupul aditiv al numerelor intregi (Z, +).
1 0 «x
2
7 FieM=G=4{-x 1 -X ||xeR} < Ms(R). Si se arate ci G in raport cu operatia
0 0 1

indusd de inmultirea matricelor formeaza grup abelian izomorf cu grupul aditiv al
numerelor reale (R, +).

1 Inx O
8.FieG = {[O 1 O] | x> O} siaplicatia G x G — G, (A, B) — AB. Sa se arate cé (G, -)
0 0 x

este grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive (R, , -).
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x 0 iy
9.Fie G = {[O 0 O]|x,ye]R, x2+y2¢0, i=«/—_1} < M4(C). Sa se demonstreze

iy 0 x

ca (G, -) este grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule.

10.FieG= {A, =
X

N|—= ON|—
N[~ ON|-

|xeQ*;sif:G— Q"“‘,f[Al j = x. Sa se demonstreze
o X

cd (G, -) este un grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor rationale nenule (Q*, -).

11.Se considerd legea de compozitie x : Rx R - R, (x,y) > x *Yy o x+y-1.
a) Stiind ca functiaf: R —> R, f(x) = ax + b este izomorfism de la grupul (R, +) la
grupul (R, %), sa se determine valorile a si b.
b) Pentru valorile a si b determinate la punctul a), aratati ca f 1. R — R este izomorfism

de la grupul (R, %) la grupul (R, +).

Sa se arate ca (C, 1), (C, T) sunt grupuri izomorfe: f: (C, L) — (C, 1), f(2) = iz.

Teste pentru verificarea cunostintelor

A
Fie grupurile:

Gz{zeq;| z=x+iy,x,ye|R,x2+y2=1}

|5

Sa se demonstreze ca:
a) (G, ) si (T, -) sunt grupuri;

yj| x,yeIR,x2+y2:1}.
x

(4p)

x
b) functia f: G - T, f(z)= [ yj
este un morfism de grupuri;
c) functia f “1.T - G este un izo-
morfism de grupuri.

(3p)

(2p)

B
Fie grupurile (G, ©), unde G = {f,, f,,f.},
iar ,o” este legea de compunere a func-
tillorf: M >M,i=1,2,3,0)=x,

f (X):ﬂ [ f (x):ﬂ
: 1-xJ3 &7 1+xV3’
M = R \{1}, si grupul multiplicativ al ra-
décinilor de ordinul trei ale unitatii (T, -),
undel'={1,¢, &}, 1+ec+e2=1,&=1.
a) Sa se demonstreze ca cele doua gru-
puri sunt izomorfe: (G, o) = (T, -),
precizand functiaf: G > T.
b) Si se precizeze f ' si si se arate ci

(4p)

f71:T — G este morfism de grupuri. (5p)

Notd: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare varianta. Se acorda 1 punct din oficiu.
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